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PREDGOVOR

Numericka analiza ima veoma vaznu ulogu u primjenjenoj matematici.
U stvari, moze se slobodno re¢i da je ona bazi¢na disciplina za mnoga po-
druc¢ja koja primjenjena matematika u svojoj cjelini obuhvaca. Ona je takod-
jer veoma stara grana matematike, ali se posebno intezivno pocela razvijati
nakon pojave kompjutera. Pojava kompjutera uvjetovala je razvoj mnogih
disciplina unutar same numericke analize, disciplina koje do tada i nisu bile
podrobnije proucavane. Jedan od razloga zasto je nekada bilo tako mozemo
npr. naci u sljedecoj ¢injenici. Zamislimo da neki numericki postupak vodi
na rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi reda sto. Takav sustav u danasnje
vrijeme se smatra manjim sustavom, medjutim nekada, kada nije bilo kom-
pjutera, veoma tesko da bi se netko upustio u njegovo rjesavanje. Naime, za
rijesiti takav sustav Gaussovom metodom eliminacija potrebno je izvrsiti vise
od 600 000 aritmetickih operacija. Danas se to moze izvrsiti u vremenskom
periodu manjem od sekunde. Takvih primjera ima mnogo vise, pogotovo kad
promatramo nelinearne probleme.

Numericka analiza je takodjer veoma opsezna grana matematike tako da
je u jednoj knjizi gotovo nemoguce obuhvatiti sve njezine djelove. Zato pos-
toji ¢itav niz specijaliziranih knjiga koje obradjuju samo pojedina podrucja
numericke analize. Spomenimo neka od tih podrué¢ja: aproksimacija funkcija,
numericka derivacija, numericka integracija, rjeSavanje nelinearnih jednadzbi
(ova podruéja su obradjena u ovoj skripti), zatim metode za nalazenje svo-
jstvenih vrijednosti, rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi, metode rjesavanja
obi¢nih i parcijalnih diferencijalnih jednadzbi itd.

Ova skripta nastala je kao posljedica predavanja iz kolegija Uvod u nu-
mericku matematiku koja je autor drzao studentima druge godine Fakulteta
prirodoslovno-matematickih znanosti i odgojnih podrucja u Splitu, a na sm-
jerovima profesor matematike i informatike i profesor matematike. U samom
svom sadrzaju ona obuhvaca i dio materijala koji nije obuhvac¢en programom
tog kolegija. Ta dodatna podrucja nasla su svoje mjesto u skripti radi boljeg
uvida u stanje u svakom od poglavlja koja se inace po programu kolegija
Uvod u numericku matematiku obradjuju. Neki djelovi gradiva koji su ovdje
izlozeni prelaze okvire kolegija koji nosi naziv ”"Uvod u...”, medjutim nji-
hovim prezentiranjem stjece se bolji uvid u kojim se sve smjerovima moze
standardno gradivo dalje razvijati.

Skripta je inace podijeljena u sekcije, a ove opet u podsekcije. Glavni
sadrzaj skripte nalazi se u prve tri sekcije: Aproksimacija funkcija, Numericka
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integracija i Nelinearne jednadzbe. Dio materijala, koji zbog sazetosti izla-
ganja glavne materije nije detaljno obradjen u te prve tri sekcije, moze se
nac¢i u ¢etvrtoj, a ujedno i zadnjoj sekciji Vjezbe. Ova zadnja sekcija sadrzi
osim pomenutog i samostalne zadatke za vjezbu. Na kraju su dane upute
za rjeSavanje i veoma Cesto detaljna rjeSenja tih zadataka. Skripta zavrsava
dosta prezentivnim popisom literature koju citatelj moze koristiti za daljnje
upoznavanje i prosirivanje osnovne materije koja je prezentirana u prethod-
nim sekcijama.

Na kraju, kako je ovo prva verzija skripte moguce je da se potkrala i
poneka stamparska greSaka u njenom sadrzaju. Svima onima koji mi ukazu
na te greske, ali i na eventualne propuste druge vrste, bit ¢u izuzetno zah-
valan.

U Slitu, 21. 01. 2004. Autor



1 Aproksimacija funkcija

Problem aproksimacije funkcija spada u onu grupu matematickih problema
koji se veoma cesto pojavljuju u matematickoj teoriji, ali jos ¢es¢e u matematickoj
praksi. Sto se tice teorijskog aspekta, specijalisti u teoriji aproksimacija uzi-
maju da se ta teorija pocela intezivnije razvijati od otprilike prije 130 godina.
Prakticni aspekti primjene naglo su izbili u prvi plan nakon sto su se pojav-
ili kompjuteri. Ta primjena ostvarena je, osim u samoj ¢istoj matematici,
i u mnogim primjenjenim znanostima jednako kao i kod rjesavanja Citavog
niza inzenjerskih problema. Potreba za razvojem jednog ovakvog podrucja
nastala je kao posljedica ¢injenice da se u mnogim problemima, koji prije
svega dolaze iz prakse, ne moze uvijek naci egzaktno rjesenje. To znaci da
smo prisiljeni potraziti najbolju moguéu aproksimaciju egzaktnog (to¢nog)
rjeSenja. Normalno, pri tome uvijek radimo neku gresku. Uzroci greske
aproksimativnog rjeSenja mogu biti visestruki. Izvore toga mozemo potraziti
u sljede¢em. Kao prvo, tu je cesto nedostatak u povezanosti matematickog
problema i stvarnog problema kojeg taj matematicki problem opisuje. Kao
drugo dolaze greske u pocetnim podacima uzrokovane netoénim mjerenjima
istih. Tre¢u grupu uzroka, koja je za nas ovdje ujedno i najvaznija, Cine
greske koje se pojavljuju u metodama pomocu kojih rjeSavamo neki prob-
lem. Na kraju, kao cetvrto, tu su i tzv. greske zaokruzivanja koje se javljaju
prilikom izvodjenja aritmetickih operacija. Kao sto smo rekli, mi ¢emo ovdje
najvise paznje posvetiti tre¢oj grupi uzroka greske aproksimativnog rjesenja,
pa ¢emo u tom smislu u ovom paragrafu (ali i u ostalim paragrafima) nasto-
jati za svaku prezentiranu metodu odrediti njezinu gresku odnosno ocjenu te
greske. Normalno, egzaktnu vrijednost same greske nikada ne mozemo odred-
iti (inaCe bi znali i samo egzaktno rjesenje). Pri tom ¢emo iznijeti razlicite
metode rjesavanja problema aproksimacije funkcija uz odredjen popratni ma-
terijal, koji i ne spada direktno u teoriju i praksu aproksimacija, ali bez kojega
bi bilo tesko shvatiti osnovnu materiju koja se ovdje izlaze.



1.1 Hornerov algoritam

U teoriji aproksimacija polinomi su najvaznija klasa funkcija. Algebarski
polinom je funkcija oblika

P.(z) = Zakxk =ag+ax+ -+ a,z",
k=0
gdje su ay, koeficijenti polinoma, a n je njegov stupanj. Veoma ¢esto potrebno
je izraCcunati vrijednost polinoma u nekoj tocki x = a. Najekonomicniji
postupak da se to uradi daje nam tzv. Hornerova metoda koju ¢emo sada
opisati.
Zapisimo polinom P,(x) u obliku
P.(z)=ay+x{ar+ - + a2+ x(an-1+za,)| - }.

U skladu s takvim zapisom postupak racunanja polinoma u tocki x = a tece
ovako:

b, = a,
bn—l = Qp-1+ abn
bn—2 = Qp2+ abn—l
by = a+aby

bo = ag+ ab1

Tada je P,(a) = by. Za realizaciju ove metode potrebno je izvrsiti n zbrajanja
i n mnozenja, tj. sveukupno 2n aritmetickih operacija. Moze se pokazati da
ne postoji postupak koji bi izra¢unao vrijednost polinoma P, (x) u nekoj tocki
x = a uz manji broj aritmetickih operacija.

Ako je polinom P, (z) parna ili neparna funkcija tada se takodjer moze
za njega napisati algoritam slican gornjem algoritmu. Npr., ako je polinom
parna funkcija tada taj algoritam dobivamo iz zapisa

P2k<x> =ap + 7’ {ag +---+ z? [agk,4 + 22 (a2k72 + fﬂZCle)] ce } .

1.2 Weierstrassov teorem

Teorem 1 Ako je f € Ca,b] tada za svaki zadani broj e > 0 postoji polinom
p stupnja n takav da je

|f(x) —p(x)| <e, x € a,b].



Teorem kaze da se svaka neprekidna funkcija zadana na nekom segmentu
moze po volji dobro aproksimirati nekim polinomom. Ima vise razli¢itih
dokaza ovog teorema. Mi ¢emo ovdje iznijeti dokaz preko Bernstejnovih

polinoma,
Z f(= ( )tk (1—¢)"

definiranih na segmentu [0, 1]. U stvari, dokazat ¢emo da niz polinoma (B,,)
uniformno konvergira prema funkciji f na [0, 1]. Dokaz uradjen na segmentu
[0, 1], pomocu linearne transformacije, lako se prenosi na bilo koji segment
la,b].

U tu svrhu najprije prouc¢imo sljedece relacije. Iz binomne formule lako
nalazimo da je

3 (Z) (1 -tk = [+ (1— )" = 1. (1)

k=0

Deriviranjem te relacije po ¢t dobivamo

[y

n—

Zk( >t’“ ML=t = (n—k) (Z)tk(l—t)”‘k‘l =0,

odnosno, nakon mnozenja sa t,

Zk( )tk 1—t)"

Pregrupiranjem c¢lanova dobivamo

1 ~ n nt o~ (1
k tk 1—¢ n—k _ ki1 _ p\n—k
1—t (k) (1-1) 1—¢ (/c)t(l 2
k=0 k=0

¢ime smo dokazali da je

Y k(Z) (1 — )"k = nt. 2)

k=0

Slicno se dokaze da je

ZkZ( >t"” 1— )" = nt(1 -t +nt). (3)



Iz (1)—(3) dobivamo

> (nt— k) (Z) tF (1=t =nt(1 —1). (4)

k=0

Dokaz. (da B,, — f, uniformno na [0, 1])
Neprekidna funkcija na segmentu je uniformno neprekidna pa po definiciji
vrijedi

(Ve > 0) (36 > 0) (Vt, 1, € [0,1]) |t —ta] <8 = |f(t) — f(t1)] < e.

Neprekidna funkcija poprima svoj maksimum na segmentu. Neka je taj mak-
simum od f jednak M. Pokazat ¢emo sada da postoji ng € N takav da za
n > ng isvaki t € [0, 1] vrijedi

[f(t) = Bu(t)] < 2e. ()
Iz (1) slijedi

10 =3 () )ta- o

k=0
pa je

& k.| (n _
10801 < 3 |10 - 5| () - o

k=0
zat € [0,1]. Skup I = {0,1,2,...,n} rastavimo na dva podskupa: I[; =
{k:|t—%] <0} il ={k:|t—%]>d}. Ocigledno je I =1, UI. Iz (1)
slijedi

Sl s (1) o ©)
< akezl (Z)t’“(l k< g

|
)
o| 2
=
M
o
N
~
|
3|
~_
[\
VRS
>~ 3
~__~
~
Bl
—~
—
|
=
i
\'k‘



. Iz (4) i gornje relacije dobivamo

2M E\° (n & ek
= (t—ﬁ) <k>t(1—t)
kels

;j‘é i: (nt — k)? (Z) P(1 = )t

k=0

JerJe(5<|

IN

522n (1-1)< 2n6?’
jerjet(1—t) < 1.

Ako sada biramo 52 < g, odnosno n > 55— tada je ng = [2%5
n > ng dakle vrijedi

D

kela

| +1. Za

o)~ 1) (Z) AT )

Iz relacija (6) i (7) vidimo da (5) vrijedi, dakle, B,, — f uniformno na [0, 1].
n

1.3 Taylorova formula

Taylorova formula jedna je od najznacajnijih formula u matematici uopce.
Takva tvrdnja stoji prije svega zbog velikog broja primjena te formule. Npr.,
pomocu nje moze se odredjivati priblizna vrijednost neke funkcije u nekoj
tocki, pomoc¢u nje mogu se nalaziti priblizne vrijednosti derivacija i integrala,
sluzi za odredjivanje metoda za priblizno nalazenje rjesenja nelinearnih jed-
nadzbi, itd.

Mi ¢emo ovdje izvesti tu formulu posavsi od sljedecCe generalizacije formule
za parcijalnu integraciju

/ f(n+1)

W()g(t) = "D ) + -+ (1) F()g™ (1],

)yt / F(0)g ™ ) dt

Ako u gornju formulu uvrstimo g(t) = (b — t)"/n!, uz ¢injenice da je
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pa je

dobivamo

N
N (T)L / f(nH) (b— t)ndt.

Ako sada stavimo b = x dobivamo Taylorovu formulu n-tog reda

(k n+1
flw) = Z ! k / 100, 1) dt.

k=0

Clan )
_ / 20 pypar
u n!

je ostatak u toj formuli i nije tesko pokazati da se moze zapisati u obliku

(x —a)™*!

Ry (x) = f(n+1)(§(x))m7

gdje je £(x) neodredjena veli¢ina.
Osim Taylorove formule mozemo promatrati i Taylorov red funkcije f u
tocki a. To je red oblika

ifkfa (v —a)t,

k=0

gdje je f € C*®(c,b), a € (c,b). Tlustracije radi dat ¢emo Taylorove redove
nekih elementarnih funkcija, koji konvergiraju na ¢itavom skupu R:

x k
z xXr
o
k=0
o x?k-ﬁ-l
sing = > _(=1) 2k + D)’



cosT = Z(—l)kék)'

k=0
Primjeri Taylorovih redova koji konvergiraju na (—1, 1), takodjer za elemen-
tarne funkcije, su

n(l+ x) Z
k=0
Ly a2
tanz = ) Lo
arctan x ;( ) 5h 1

1.4 Lagrangeov interpolacijski polinom

Problem interpolacije funkcije f : R — R na segmentu [a, ] mozemo opisati
na sljedeéi nac¢in. Neka su xg, 1, ..., x, razli¢ite tocke iz segmenta [a, b] i neka
su y; = f(x;) vrijednosti funkcije f u évornim tockama z;, i = 0,1,2,...,n
(Ako ne postoji neki poseban razlog da se to ne radi onda mozemo uzeti
a=u1x9<x < <x,=D>.) Treba naéi polinom L, (z) takav da je

Ln(z;)) =vy;,1=0,1,2,... n. (8)

Postavlja se pitanje da li takav polinom postoji, te ako postoji, da li je
jedinstven? Na ta pitanja daje odgovore sljedeéi teorem.

Teorem 2 (egzistencija i jedinstvenost)
Postoji 1 jedinstven je polinom stupnja < n koji zadovoljava (8).

Dokaz. Prvo dokazujemo egzistenciju. U tu svrhu konstruiramo tzv.
bazi¢ne interpolacijske polinome koji imaju isti stupanj n. Takvi polinomi
pi(z), i =10,1,2,...,n, moraju zadovoljavati relaciju

l,i=j
e = ={ 5%

za i,j = 0,1,2,...,n. Neka je sada i proizvoljan, ali fiksan. Polinom p;(x)
ponistava se u svim tockama x; za i # j. To znacidasu g, 21, ..., Ti—1, Tit1, ..., Tn
nul-tocke tog polinoma pa se taj polinom (koji je stupnja n) moze zapisati
kao

pi(x) = Ci(z —m) -+ (z — i) (x — i) -+ (2 — ),
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gdje je C; neka konstanta koju é¢emo sada odrediti. Naime, iz uvjeta p;(x;) =
1 dobivamo

1

(zi —20) -+ (2 — i1 ) (@5 — Tig1) -+ - (25 — T)

C; =

Dakle, imamo da je

(@ — o)+ (# —mi1) (T — Tig1) -+ (2 — @)
T — x0) -+ (T — 1) (T — Tig) o (T — 1) ©)

pi(z) =
(
Nije tesko provjeriti da je
pz(l'J) :51']', l,] :0,1,2,,n (10)

Definirajmo sada polinom
La(z) = ) pi(a)ys, (11)
i=0

gdje su p;(x), i =0,1,2,...,n, zadani sa (9). Kako svi polinomi p;(x) imaju
isti stupanj n, to je o¢igledno kako polinom L, (z) ima stupanj < n. Tvrdimo
da je L,(x) interpolacijski polinom, tj. da za njega vrijedi (8). Provjerimo
to:

La(x;) = > pilw)yi = Y 6iy: = yj,
=0 =0

za j =0,1,2,...,n. (Povise smo koristili relaciju (10).) Time je egzistencija
interpolacijskog polinoma dokazana. Preostaje dokazati jedinstvenost. U tu
svrhu pretpostavimo da pored interpolacijskog polinoma L, (x) postoji jos
jedan interpolacijski polinom L(z), stupnja < n. Za njega onda takodjer
vrijedi

A

L(z;) =y;,7=0,1,2,...,n.
Promotrimo sada polinom

P(z) = Ly(z) — L(x).

~

Ovaj polinom ima stupanj < n, jer polinomi L,(z) i L(z) imaju stupnjeve
< n. Osim toga vrijedi

P(xj) = Lo(x;) — L(z;) = y; — y; = 0,



za j =1,2,...,n. Tada se taj polinom (stupnja < n) moze zapisati kao

Pz)=Cz —x1) - (x — xy,),

gdje je C neka konstanta. Znamo da je P(zy) = 0 pa imamo da je
P(zg) = C(xog — 1)+ (g — 2,) =0

sto povlaci daje C' = 0. Iz toga slijedi da je P(z) = 0, odnosno Ly (z) = L(z).
Time je i jedinstvenost interpolacijskog polinoma dokazana. m

Polinom L, (z), iz teorema 2, naziva se Lagrangeovim interpolacijskim
polinomom. Taj polinom koristimo kad trebamo izrac¢unati vrijednost funkcije
f u nekoj tocki z € [a,b], z # z;, i = 0,1,2,...,n. On se moze koristiti i
u mnoge druge svrhe. Npr., pomocu njega mozemo odredjivati pribliznu
vrijednost derivacije funkcije u nekoj tocki iz (a,b) (vidite podsekciju o nu-
merickoj derivaciji) ili mozemo pomocu njega konstruirati kvadraturnu for-
mulu koja sluzi za priblizno nalazenje vrijedosti odredjenog integrala funkcije
f na segmentu [a, b] (vidite sekciju o numerickoj integraciji). U praksi je ¢esto
potrebno naé¢i neku vrijednost funkcije pomocu linearne interpolacije. Za to
nam sluzi Lagrangeov interpolacijski polinom L;(x),

r — T r — X9

Ly(z) = Yo + Y1-
To — 1 T1 — Zo

Osim ovog polinoma koristit ¢emo posebno jos i interpolacijski polinom Ls(x),

(x — 1) (x — 29) (x — o) (x — 22)
(xo - xl)(l’o - Iz) 0 (I1 - xo)(ﬂh - IQ)
(x — x)(x — 1)

" (22 — 20) (22 — 1’1)y2‘

Ly(z)

n

1.4.1 Greska interpolacije

Kada stvarnu vrijednost funkcije f odredjujemo pomoc¢u Lagrangeovog in-
terpolacijskog polinoma tada radimo neku gresku. Naime, umjesto prave
vrijednosti f(z) mi odredjujemo L,(x) = f(x). Sada ¢emo odrediti kolika
je ta greska. U tu svrhu prisjetimo se Rolleovog teorema koji kaze: ako je
funkcija g klase C'(a,b) i g(a) = g(b) onda postoji tocka £ € (a,b) takva da
je ¢'(§) = 0, tj. prva derivacija funkcije g ponistava se u bar jednoj tocki iz
intervala (a,b).
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Definiramo sada funkciju

E(t) = f(t) = La(t),

gdje je L,(t) Lagrangeov interpolacijski polinom. Pretpostavit ¢emo da je
f € C™*(a,b). Takodjer definiramo funkciju

olo) = Bla) — B,

gdje je wy(z) = (x —x0)(x —21) - - - (x — x,). Kako su funkcije £'iw, (n+1)-
puta neprekidno diferencijabilne to je i funkcija g (n 4+ 1)-puta neprekidno
diferencijabilna. Osim toga je

wn(x;)
wn(t)

jer je E(z;) = f(x;) — Lp(x;) = 01 wy(z;) =0, ¢ =0,1,2,...,n. Takodjer
vrijedi

9(x;) = E(x;) — E(t)=0,i=0,1,2,...,n,

Iz gornje dvije relacije vidimo da se funkcija g ponistava u (n + 1) + 1 =
n+ 2 tocke (t,xg,x1, ..., ;). Ako primijenimo Rolleov teorem na tu funkciju
nalazimo da se prva derivacija funkcije g ponistava barem u (n+1)—oj tocki.
Primjenom Rolleovog teorema na prvu derivaciju zakljucujemo da se druga
derivacija funkcije g ponistava bar u n tocaka. Nastavimo li na taj nacin,
vidimo da se (n+ 1)—va derivacija funkcije ¢ ponistava u barem jednoj tocki
unutar intrevala (a,b). Ozna¢imo tu tocku sa &,

g () =0,

S druge strane nalazimo da je

g (z) = E<n+1>(x)_w5i:1()t()$) ()
= o) - )

jer je L (@) = 01wl (2) = (n + 1)), pa je
() = 1) - ) =0

15



Odavde dobivamo

B(t) = 20 () g e (o).

(n+1)
Tako smo dobili reprezentaciju

wn ()

(@) = L) + 2 10 0)

U toj reprezentaciji clan &"T(f)), f (”“)(5) je greska interpolacije. Ako je

M1 = max {f(nﬂ)(x)}
z€la,b]

tada se ta greska moze ocijeniti sa

onz)]
B < (2 M

U gornjoj ocjeni ne mozemo utjecati na faktore (n + 1)!i M, ;. Medjutim,
moze se utjecati na faktor |w,(z)| u smislu da ta ocjena bude minimalna.
Drugim rije¢ima, treba odrediti ¢vorne tocke z; tako da faktor |w,, ()| poprimi
najmanju mogucu vrijednost. To ¢emo uraditi u sljedecoj podsekciji.

1.4.2 Minimiziranje greske interpolacije

Da bismo nasli ¢vorove x; (nul-tocke funkcije w, (x)) za koje ¢e greska interpo-
lacije biti minimalna moramo prethodno reéi nesto o polinomima Cebiseva.
Polinomi Cebiseva.
Ovi polinomi mogu se definirati relacijom

T, (z) = cos(narccosz), || < 1. (12)
Tada je

To(z) = cos0=1,

Ti(x) = cos(arccosz) = x.
Imamo da je

cos[(n + 1)a] = 2cosacosna — cos[(n — 1) a .
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Ako u ovu relaciju uvrstimo o = arccos z dobivamo
cos [(n + 1) arccos x] = 2x cos [n(arccos )] — cos [(n — 1) arccosz].  (13)
Iz (12) i (13) dobivamo
Toi1(z) = 22T, (x) — Thmv(x), n > 0. (14)

Pomocu relacije (14) i ¢injenice da smo veé¢ nasli Ty i 73 mozemo naéi sve
ostale polinome CebiSeva, npr.

Ty(z) = 22°—1, (15)
T3(z) = 4a° — 3u,
Ty(z) = 8z* —82? + 1.
Iz (12) vidimo da je
Tu(@)| <1, |2 < 1. (16)
Iz (15) zakljucujemo da je vodeci koeficijent polinoma Cebiseva reda n jednak

2"~1 3to nije tesko dokazati. Izjednacimo li T}, (x) = 0 dobivamo nul-tocke
polinoma Cebiseva

2k +1
T :cosu, k=0,1,....,n— 1.
2n

Iz (12) i (16) za ekstremalne tocke od T),(x) na [—1, 1] zaklju¢ujemo da vrijedi
[Ta()| = 1.
Rjesavanjem zadnje jednadzbe dobivamo
xj:cos‘ﬂ,jzo,l,...,n (17)
n
T, (z;) = cos jm = (—1)7.

Polinomi Cebigeva imaju jos ¢itav niz zanimljivih svojstava od kojih mi ovdje
navodimo jo$ jedno, koje nam treba za daljnja razmatranja.

Lema 3 Ako je P, polinom stupnja n s vodecim koeficijentom jednakim 1 i
T,(x) = 2WL,lTn(:zc), gdje je T,,(x) polinom Cebiseva n-tog stupnja, tada vrijedi

T.(x)| = L o ax [P().

I R = Y

max
ze[—1,1]
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. neka postoji polinom P,(z), stupnja
n, s vode¢im koeficijentom 1 takav da je |P,(z)| < 5= . Primijetimo da je
Tn(x) takodjer polinom stupnja n s vodeé¢im koeficijentom 1. Tada je polinom
Q(x) = T, (z) — P,(x) polinom stupnja < n — 1 i vrijedi

(=1’

2n71

son [Tu(ay) = Pulay)] = san | S Pofe)] = -1
za j=0,1,2,....n, gdje je sgn(g) predznak od g. (U gornjoj relaciji su tocke
x; definirane sa (17).) Dakle, polinom ()(x) mijenja predznak izmedju svake
dvije tocke x; i ;41 pa ima n razli¢itih nul-tocaka. Ovo je kontradikcija sa
¢injenicom da @Q(x) ima stupanj < n — 1 (8to znac¢i da moze imati najvise
n — 1 nul-to¢aka). Zakljuéujemo da ne moze biti |P,(z)| < 5=. Time je
dokaz gotov. m

Drugim rije¢ima receno, na segmentu [—1,1] za interpolacijske ¢vorove
najoptimalnije je birati nul-tocke polinoma Cebiseva T, 1(z). Naime, za
njih ée |w,(z)| = |(z — x0) - - - ( — 2,,)| biti minimalno i w,(z) = Tpy(z). U
stvari, Lema 3 kaze da bolji polinom ne mozemo nadi.

Ako sada pomocu linearne transformacije

b—a a+b

Y
T=g Tt

prebacimo nas problem na segment [a, b] tada ¢e interpolacijski évorovi biti

a+b+b—a (2k+ )7
T = cos
T2 2 n+2

k=0,1,2,...,n. Za te tocke (Evorove) dobivamo

(b _ a)n-i—l R
i (b—a)"t (b—a)"t
—a)” . a)”
zax Jon(@)] = 5 max T”“@)‘ D

Zato za gresku interpolacije vrijedi

Mn+1 (b _ &)n-i-l
_'Ln < ;
mrg@fg]lf(x) (z)| < (1) 2
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gdje je
M1 = max ’f () (fB)|
z€[a,b]
Zakljucujemo, minimalnu ocjenu za gresku interpolacije imamo ako za inter-
polacijske ¢vorove biramo tocke x, zadane povise, a ta ocjena greske dana

je u pretposljednjoj relaciji.

1.4.3 Ekvidistantna interpolacija
Najednostavniji izbor interpolacijskih ¢vorova je
Tiy1 = l’l—Fh, 1= 0,1,2,...,71— 1,

gdje je h > 0 unaprijed zadan korak mreze {xg < x; < --- < x,}; npr. h =
(b —a)/n. Ako je sada x € [zg,x,] tada je x = o + th, za neki ¢t > 0.
Napisimo bazi¢ne interpolacijske polinome

(x — o)+ (@ —mi) (@ — @iga) -+ (& — )

Ty — o) (T — i) (T — Tiga) - (0 — )

pomoc¢u novo uvedenih veli¢ina. Imamo da je

x—x9g=th,x—xy=(0t—1)h,... 2 —x, = (t —n)h

x; —xg=1th, x; —x1 = (i — 1)y, 2 —x, = (i —n)h
pa je
) = =D (= Dbt = (1B
Z ih(i — V)h---h(=h)--- (i — n)h
tt—1)-- (t—n)
(t—z) (2—1) (=112 (n— )
==t Y
_ iy LE=1) - (=)
= (=D () &~ il

Tada je Lagrangeov interpolacijski polinom oblika

L,(x) = Ly(xo+th)
R S R

- 1
=0
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1.4.4 Konvergencija interpolacijskih polinoma

Postavlja se pitanje kad ¢e niz Lagrangeovih interpolacijskih polinoma neke
funkcije f, zadane na segmentu [a, b , konvergirati toj funkciji.

Teorem 4 Neka je f(z) analiticka funkcija na krugu K(S,r), gdje je srediste

kruga S(‘ZTH’, 0), a radijus v > 2(b—a). Tada greske interpolacijskih polinoma

funkcije f na segmentu [a,b] uniformno konvergiraju prema nuli.

Dokaz. Neka je M = maé(]f(z)] im = m1}r{1\z — x]"“. Iz Cauchyjeve
ze ze

formule imamo da je

(n) — l' _ ”+1/ L
‘f (x)| N 27rz'( 1 K(J:—z)"“dz
ol e |,
= 27 Jg | (= 2t
2mr M 2\ "
< ple——<rnlM|{ -
2T m (7“) ’

gdje je zadnja nejednakost posljedica sljedece nejednakosti

a+b a+b
_ > _ N P

|z —z] > |z 5 ‘ x 5 ‘
S roor
r——=-.
- 2 2

Zato za gresku interpolacije vrijedi
(b _ a)n n
|Eni(f)] < T’f( )(f(@)‘

M (b-aY’

— r/2\ r/2

< QM(b_a) — 0, n — oo,
r/2

jer je I;_TS < 1 po pretpostavci. =
Medjutim, nece za svaku funkciju f niz Lagrangeovih polinoma konver-

girati prema samoj funkciji f. Kontraprimjer imamo (npr.) kod Rungeove
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funkcije f(x) = 1/(2*+1). Pokazano je da uz uniformnu particiju segmenta
[—5,5] tockama z7' = —5 4 i< vrijedi

medjutim

lim { max | Ln(z) —f(x)\} — .

n—oo | 3.633<|z|<5

Primijetimo da je, osim u tockama x = =i, Rungeova funkcija analiticka.
Ovaj primjer je iznesen 1901. godine.

Drugi zanimljiv primjer dao je Bernstejn, koji je pokazao da za funkciju
f(z) = |z|, Lagrangeovi interpolacijski polinomi uz ekvidistantnu particiju
segmenta [—1, 1], konvergiraju prema f samo u tockama z = —1, z = 0 i
x = 1. Ovaj primjer je iznesen 1912. godine.

Nakon toga nadjeni su opcenitiji dokazi da niz Lagrangeovih interpo-
lacijskih polinoma necée za svaku funkciju konvergirati (npr. to su uradili
Faber, Kharshiladze i Lozinski). Medjutim, nas ovdje isklju¢ivo zanimaju
oni primjeri funkcija za koje niz Lagrangeovih interpolacijskih polinoma kon-
vergira, a jedan od kriterija da ¢e tome biti tako daje nam gornji teorem.

1.5 Podijeljene diferencije

Nas je cilj dobiti zapis interpolacijskog polinoma u Newtonovom obliku. U
tu svrhu prvo uvodimo pojam podijeljenih diferencija i proucavamo neka
njihova svojstva.

No, najprije ¢emo reé¢i nesto o kona¢nim diferencijama. Ako je zp =
xo + kh, gdje je k cijeli broj, h > 0 zadani korak i yp = f(x), tada je
konacna diferencija prvog reda definirana sa

Ay = f(ze +h) = f(zk) = Y1 — Yk
Konaé¢na diferencija drugog reda je
APy = A(Ayk) = Ayerr — Ay = Yo — 201 + Vet
Opcenito je

Ay = AA ) = A"y — A"y,
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Vrijedi da je
Ay, = hnf(n)(5)7 § € (Thy Than)

sto se lako dokaze indukcijom uz upotrebu teorema srednje vrijednosti. Pomoc¢u
gornje formule moze se procijeniti vrijednost n—te derivacije (ako je h do-
voljno malen). No, nas glavni cilj ovdje su podijeljene diferencije.

Po definiciji stavljamo da je podijeljena diferencija nultog reda f(z;),
dakle vrijednost funkcije f u tocki x; € {zg z1, ..., x, }. Podijeljene diferencije
prvog reda definiraju se sa

[ o as] = _f(:z:;i = i(:m)

Podijeljene diferencije drugog reda definirane su sa

floswg ] = f[x]’x;i:i:[%’%]

Opcenito, podijeljena diferencija n—tog reda definirana je sa

flwoswy; ] = fln ’xna]g —_fifo; it

Lema 5 Za podijeljenu diferenciju n—tog reda vrijedi

[ o oes .52 :Z flz;)

§=0 (Ij - 170) ce (%j — J,’j_l)(.l’j — xj-H) . (fL‘j _ xn)'

Dokaz. Prvo primijetimo da se moze pisati

(2 — @) -+ (w5 — wia)(w; —win) - (w; — wn) = [ [ (5 — ).
i

Sam dokaz provest ¢emo po indukciji. Za n = 0 gornja jednakost postaje
f(zo) = f(xp). Za n =1 imamo da je

) . ey f(xy) . f(x1) — f(@o)
f[xo’xl]_xo—xl—'—fﬂl—xo_ T — o ’

a to vrijedi po definiciji podijeljene diferencije prvog reda.
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Pretpostavimo da smo gornju jednakost iz leme dokazali za n < m. Tada
vrijedi

flos 15 T
fless s xma] = f o5 -5 2]

Tm+1 — Lo
m+1 m
_ 1 Zf(%‘)_zf(%)
Tm+1 — Lo —1 p =0 q 7

gdje su

i#j(1<i<m+1) i#§(0<i<m)

Mi sada zelimo pokazati da su koeficijenti uz f(z;) upravo jednaki koefici-
jentima u jednakosti iz leme. Za j = 0ili j = m + 1 ti koeficijenti (uz f(z;))
imaju ocekivani oblik

1

(zj — )
i#§(0<i<m~+1)

jer u relaciji povise (unutar uglatih zagrada) dolazi samo jedan ¢lan koji ima
upravo ovaj oblik.

Za j # 01ili j # m+ 1 koeficijent uz f(x;) u desnom ¢lanu gornje relacije
jednak je

1 1 1
Tyn1 — To [T (z—) [T (z—a)
i#j(1<i<m+1) i#j(0<i<m)
. Ij—$0—$j+l’m+1 . 1
(@mi1—x0) I (25— =) [I  (z—w)
i#j(0<i<m~+1) i#5(0<i<m+1)

a to je ono Sto smo trebali dobiti. Time je dokaz gotov. m

Primijetimo da su podijeljene diferencije simetri¢ne funkcije svojih argu-
menata. Osim toga, pokazimo kako se one prakticno mogu racunati. U tu
svrhu, formirajmo tabelu:
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f(»’lfo)

flwo; 2]
f($1) / [%;%;952]
[l 2]
f(z2)
: f [%;931; 75Un]

U ovoj tabeli prvo se racuna prvi stupac, pa drugi stupac itd.
Na kraju recimo da vrijedi

Lo _Anyo
f[l'(),...,.rn] - n|hn7

uz oznake uvedene na pocetku. Gornja relacija daje vezu konaénih i podijel-
jenih diferencija. Zato je

F™()

flaoy s n] = ==

1.6 Newtonov interpolacijski polinom

Koristeéi rezultate iz prethodne podsekcije sada ¢emo nadi zapis interpo-
lacijskog polinoma u Newtonovom obliku. Iz Lagrangeova oblika interpo-

lacijskog polinoma nalazimo da je

=0 i#j
Gornja relacija moze se zapisati kao
f(x) = Ln(2)
- f(z) - S (i)
=0 1:[0(95 —x;) =0 (i — @) ZI;IJ(J;Z z;)
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Iz zadnje relacije i leme 5 tada slijedi

- f(x) - D)
— 18
zo(x " ﬁ(x—m,) +;(Ii_x) 1;[,(371_%) (18)

i=0 /
= wu(@) f [7520; 215 5 ]
pa je

f(z) = Ly(z) + wp(x) f [x; 205 215 .5 0] (19)
Uoc¢imo sada da se Lagrangeov interpolacijski polinom moze zapisati u obliku
Ln(x) = Lo(x) + (L1 (z) = Lo(x)) 4 - -+ + (Ln(2) = Ln1(2)), (20)

gdje je Lo(x) = f(xg). Razlike Ly(z) — Lg_1(z) su takodjer polinomi koji
imaju stupanj k i oni se ponistavaju u tockama xg, x1, ..., xx_1, jer vrijedi

Ly(x;) = Ly (z;) = f(x;),

za j =0,1,2,...,k — 1. Zato te polinome mozemo zapisati kao

Lk(iU) - Lkz—l(fl?) = Ck—lwk—l(m)a
gdje je wp_1(x) = (x—x0) - - - (x—x%_1). Ako sada uvrstimo x = x; dobivamo

f(xr) — L1 (wx) = Cprwi—1 ().
Ako stavimo n = k — 1 i x = x, tada iz (18) dobivamo

f(ar) — Lp—1(zx) = we—1(xx) f (28 205 15 . T
Iz gornje dvije relacije nalazimo da je
Cr1 = [ [xo; 2155 28]
jer je podijeljena diferencija simetri¢na funkcija svojih argumenata. Tada je
Li(x) = Lip—1(z) = fxo; 215 ..; 2] w1 ().

Ako ovo zadnje sada uvrstimo u (20) dobivamo zapis interpolacijskog poli-
noma u Newtonovom obliku

Ln(z) = f(wo) + f [xo; 21] (v — 0) + - + [ [T05 s ¥a] (x —0) - -+ (¥ — Tp1).
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Sada nije tesko pokazati da je

_ )

[l 2050 2] CESE

gdje je € € (xg, z,) - vidite (19) i podsekciju o gresci interpolacije.

Postoji vise poznatih nacina kako se moze izracunati vrijednost interpo-
lacijskog polinoma. Ovdje ¢emo, ilustracije radi, uzeti Aitkenovu shemu.

Aitkenova shema.

Uvodimo oznaku L(k7k+17.__,m)(ac) za interpolacijski polinom sa interpo-
lacijskim ¢vorovima xy, Tpi1, ..., Tm. Specijalno stavljamo Ly (z) = f(xk).
Tada vrijedi

Ligst,..ms0) (@) (@ — ) — Liggr,...m) (@) (& — Tpoy1)

L(k,k+1,...,m+1)($) = Tma1 — Tk
m

1)
Ovo nije posebno tesko dokazati, jer je ¢lan na desnoj strani u (21) polinom
stupnja m —k+1, a podudara se sa f(x) u tockama wy, ..., T,,11. Lagrangeov
ili Newtonov interpolacijski polinom L, (x) = L, ») (%) racuna se sada iz
sljedece tabele:

Lig)()
Loy ()
Ly () Lo,1.2)(%)
L2 (z)
L(g) (1’)
. L(o,l,...,n)(x)
Liny ()
uz pomo¢ formule (21). (Racuna se prvo prvi stupac, pa drugi stupac
itd.)

Neka je sada xp = xo + kh, h > 0, k = 0,1,....n, yp = f(xx). Neka je
q = 5. Uzmemo li sada u obzir vezu konacnih i podijeljenih diferencija,

Newtonov interpolacijski polinom moze se zapisati u obliku

Ln(z) = Ln(zo+qh)

A A2
= yo+q%+Q(q—1) 2;%+---+
A"yo

q(g—1)---(g—n+1) "
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Ovaj polinom zove se Newtonovim interpolacijskim polinomom za interpo-
laciju unaprijed.

Na kraju, kako je interpolacijski polinom jedinstven to znaci da su La-
grangeov i Newtonov interpolacijski polinom u stvari jednaki. Zato nec¢emo
posebno proucavati gresku za Newtonov interpolacijski polinom, jer je ona
ista kao i za Lagrangeov interpolacijski polinom.

1.7 Numericka derivacija

U mnogim matematickim problemima potrebno je aproksimirati derivaciju
fukcije f(z) u nekoj tocki xy. Npr., kod rjesavanja obicnih diferencijalnih
jednadzbi (za pisanje diferencijskih shema), itd.

Po definiciji je

Neka su tocke xq, 1 dovoljno blizu tako da je h = z; — xy dovoljno malo.

Tada je
f/(xO) ~ f(xl) ; f(ZE())

To je jedan od nacina da se aproksimira derivacija. Mi ¢emo ovdje naci
nekoliko razli¢itih formula za aproksimaciju derivacije. Pri tom ¢emo koristiti
Taylorovu formulu i Lagrangeove interpolacijske polinome. Prvo ¢emo uvesti
sljedec¢e oznake

Yi = f(%); ?J; = f/(l’i)> yé’ = f”(ﬂh‘), h =z — x;,
zat1=0,1,2,..

1.7.1 Formule dobivene iz Taylorove formule

Iz Taylorove formule prvog reda,

f(@) = f(xo) + f'(wo)(z — m0) + %f”(é(fﬁ))(ﬂf — @)’

u tocki x = x; dobivamo

/ 1 1
Y1 = Yo + yoh + §f (&(x1))R?,
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odnosno

so= T ).

Greska u gornjoj formuli za priblizno odredjivanje derivacije je reda O(h).
(Funkcija O(h) ima svojstvo da O(h) — 0 kada h — 0.)
Promotrimo sada Taylorovu formulu drugog reda (oko tocke x;),

£(@) = £(@) + £ @) — ) + 37w — 0 + (€@ o — w0

Uvrstimo li u ovu formulu = 2,41 i ¢ = 2, (xj01 =2, + h, ;1 = x; — h)
dobivamo

Flassn) = F(ai) + P+ 5 @l + < )P

Flwia) = £ = Fedh+ 57 @ — < f (€ )R

Izracunajmo sada razliku f(z;41) — f(x;_1),

i = s = 2hyf + ¢ €))7 (E )]

odnosno )

/ Yi+1 — Yi—1 " 2

il il 2 h
jer je

f/// é‘ xl +f‘/// éﬁ Qiz‘,
( ( +1>> : ( ( 1)) _ f”/<77)-

Primijetimo da je u gornjoj formuli za priblizno odredjivanje derivacije greska
reda O(h?).

Nadi ¢emo sada izraz za priblizno odredjivanje druge derivacije. U tu
svrhu napisimo Taylorovu formulu trec¢eg reda

flx) = flz:) + f(x) (@ —2) + %f”(xz))<x — ;) + = (@) (2 — @)
o) @ - )t
Uvrstimo sada x = x;,1 i © = ;-1 u gornju formulu,
Fleisn) = F(@) + F/ @+ 38 @R + o b+ o fOEi)h,
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1 1 1
Flais) = (@) = )b+ 31 @R = f @) + o D€ ))h,
Zbrojimo sada dvije gornje formule
1
Yir1 + yio1 =2y + YRS + 21 [f(4) (&(wig1)) + fO (5(%‘—1))} h'.
Iz ove formule, uz

FOE(mi41)) + [P (E(2i-1))

)
5 = %)

dobivamo

% h2

Greska u ovoj formuli ima red O(h?).

v Yirt — 2 + Y1 h_Qf(4)( )
12 .

1.7.2 Formule dobivene iz interpolacijskih polinoma
Kao sto znamo Lagrangeov interpolacijski polinom

r — I r — 2o

Ll(f):x — Yo+t —— W
0— L1 L1 — Zo
ima gresku (ostatak)
Fu(x) = /" (E(@)(z — 20)(z — )
tako da je
f(z) = Li(z) + Ey(x).
Tada je

f'(w) = L (z) + Ei(x).

Lako se nadje da je

/ Y1~ Yo
Li(z) = n
(Prisjetimo se yo = f(20), y1 = f(x1), h = 1 — xp.) Osim toga,
df"(&(x)) d
B = ;TSR -
—I——f (62(33)) (2 — xg — 7).
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O prvom ¢lanu ne znamo nista, medjutim njega mozemo eliminirati ako
uvrstimo r = x( ili x = z;. Zato je

_ N~ % 4 f”(f(ﬂfo))

f'(o) I 2

(lUO —5131)7

odnosno (6)
/ Y1 — Yo 1
= — h.
yO h 2

Sliéno dobivamo

r Y1 — Yo f" (&)
Y = A + 5 h.

Promotrimo sada Lagrangeov interpolacijski polinom

(@ m)(r ) (z — o) (x — w5)
B = G e — o)™ (o1 = eo)wr - w0)
(x —zo)(x — 27)
(w2 — x0) (22 — 71)

= po2(x)yo + p12()y1 + p22(T)ys.

n

Tada je
f(z) = Ly(x) + Es(x),
gdje je .
Ey(x) = M(ZE — zo)(x — 1) (T — T9),
pa je

f'(x) = Ly(x) + E5(x).

Imamo da je
B 20— x1 — o

/

pO,Q(x)_ 2h2 )
2r — xg — To

Hhale) = -2,
20 — xo — 21

Phalw) = =0 ="

Tada je
20 — 11 — 29 2r — xog — 9 2r — xg — T
flay = Ty - Ty, ST, b By (),
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Derivaciju greske Ef(x) racunamo samo u évornim tockama zbog ranije nave-
denih razloga, pa dobivamo

n d
By = T (0 e -,
— —fm<§6($0)) (:L‘O — [L’l)(l'o — 1'2)
h2 "

= ).

S druge strane je
f/(l’o) = &l _22; — nyO - 270 _thO — l’gyl + 270 _2:; —4 Y2 + Eé(%)'

Tada je )

y6 _ 3<y1 - yO) B (92 — yl) + h_f///(g).

2h 3
Na potpuno analogan nacin dobivamo

Y2 =Y h2 "
=2 f(€)

2h 6

_ 3<y2 - yl) B (?Jl - yO) + h_2f///(£)
B 2h 3 '
U svim promatranim slucajevima & je neodredjena velic¢ina, koja je razlicita
za svaki pojedini slucaj.

Gornja razmatranja mozemo poop¢iti na nacin da stavimo

Y

F(x) = L{(2) + B(2),

gdje je m < n. Tako mozemo naci formule za drugu, trec¢u itd. derivacije.
Kao ilustarciju takvih formula navest ¢emo, bez dokaza, formule za drugu
derivaciju u ¢vornim tockama. Imamo da je za m = 2, n = 3,

1 11
Yy = 72 (2yo — By1 +4y2 — y3) + Eth(4)(€)a

1 1
vl = 5 (90 = 20 + 1) — (),

1 1
Yy = 72 (11 — 2y2 +y3) — §h2f(4) (€),
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Ys = % (—yo + 4y1 — 5y2 + 2u3) + %th(‘” (6)-

U gornjim formulama & je nepoznata veli¢ina iz intervala (zg,z3). Ostatke
u tim formulama mozemo naci koriste¢i Taylorovu formulu. Prirodno, pret-
postavljamo da funkcija y = f(x) ima neprekidnu cetvrtu derivaciju, jer su
ostaci izrazeni pomocu te derivacije.

Opcenito vrijedi da ako povecavamo n, uz odgovarajucu glatkoc¢u funkcije,
preciznost formula se povecava, a ako pove¢avamo m onda preciznost formula
opada. Ako znamo u kojoj tocki ¢emo traziti pribliznu vrijednost derivacije
onda je ¢vorove najbolje birati simetricno oko te tocke.

1.8 Splajnovi

Jos jednu moguénost aproksimacije funkcije na nekom segmentu [a, b] pruzaju
nam tzv. splajn funkcije ili jednostavno splajnovi (engleski: spline).

Neka je segment [a, b] podijeljen na n podsegmenata |x;, x;+1],7 = 0,1,2,...,n—
1,takodajea=2g <21 <--- <z, =0

Definicija 6 Funkcija S, m(x) naziva se splajnom stupnja n i defekta m
(0 <m <n+1)s cvorovima na mrezi {xg,xy,...,x,} ako vrijedi:

(1) na svakom podsegmentu [x;,x;11] funkcija S, () je polinom stupnja
n

" (i) Sum(x) € C" [, 1],

U gornjoj definiciji C~! [a, b] je skup funkcija koje su po dijelovima neprekidne
s tockama prekida prvog reda, dok je C¥ [a, b], k > 0, standardan skup k-puta
neprekidno diferencijabilnih funkcija.

1.8.1 Splajn prvog stupnja
Neka je sada x; = a+ih,i=0,1,2,...,n, h = (b—a)/n. Definiramo funkcije

%(JC — Tp-1), T € [Tp_1, T
pr(x) = —%(x — Tpt1), T € [Ty, Thya]
07 x ¢ [xk—hxk—‘rl]

za k=1,2,...,n— 1. Primijetimo da funkcije ¢x(z) imaju svojstvo

1,7=k
Sok(xj):{ol?%k .
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Neka je sada zadana funkcija f : [a,b] — R. Promotrimo funkciju
U(z) = Zyi¢i(x)7
i=0

gdje je y; = f(x;), a funkcije ¢g 1 ¢, su zadane sa

(x — xg), « € [0, 21]
) T ¢ [z, 1]

O =

Lo —x,), 2 € [w0 1,2
on(z) = { 0, T ¢ [Tno1,2n]

Ocigledno je ¥(z) neprekidna funkcija i vrijedi W(xg) = yx. Zapravo, V(x)
je interpolacijski splajn prvog stupnja S 1(z).

Mi se ovdje ne¢emo zadrzavati dalje na splajnovima prvog stupnja, jer
su za primjene mnogo vazniji splajnovi treceg stupnja o kojima ¢emo sada
nesto vise redi.

1.8.2 Kubicni splajn

Neka je mreza {xg, 1, ..., 2, } definirana kao u prethodnom primjeru. Pro-
matrat ¢emo splajn treéeg stupnja. Takav splajn oznacavat ¢emo sa Sz(x).
Veli¢ine m; = S}(x;) nazivaju se inklanacijama splajna u ¢vorovima x;. Ovdje
ne¢emo izvoditi formulu za taj splajn, ve¢ ¢emo ga odmah zapisati

S3(x) = 22
(@i41 — ) [2533 SEOR) WGt ) [2(;:?1 el W
_'_(xi-i—l o xh);(x _ Iz)ml N (:E — xl)Z}E;E — £Ei+1)mi+1_

Provjerimo sada da vrijedi

!/ !/

53(931') = Yi, SS(ZUz'H) = Yit+1, 53(9%') = my, 53($i+1) = Myjt1- (23)
Imamo da je

(Tis1 — x3)° [2(z; — ;) + 1]

Sg([)?z) = h3

yi +0+0 =y,
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jer je h = ;11 — x;, a takodjer vrijedi

(Tip1 — @) [2(2is1 — Tip1) + 1]
h3

Ss(wi41) =0+ Yigr1 + 0= yipq1.

Sada nalazimo derivaciju
S3()
Yi
= 13 {—2(zi}1 — ) 2(x — 2;) + h] + 2(z141 — 2)*}

H;gl {202 — @) [2(2i41 — @) + h) — 2(w; — 2)?}

+% [—2(zis1 — 2)(z = 23) + (2331 — 2)7]
4 it [2(2 — @) (@ — it1) + (2 — )7

Ako sada uvrstimo x = x; u gornju relaciju lako nalazimo da je S(x;) = m;,
a ako uvrstimo x = x;,1 nalazimo da je S§(z;41) = mit1.

Iako nismo izvodili formulu za kubic¢ni splajn reé¢i ¢emo ipak kako se do
nje dolazi. Naime, definiramo op¢i polinom treceg stupnja p(r) = az® +
Bx? + yx + & i neodredjene koeficijente «, 3,7,d odredimo tako da budu
zadovoljeni uvjeti (23). Kada odredimo te koeficijente tada nas polinom
p(x) postaje S3(z). (Takav postupak zahtjeva mnogo pisanja i zato smo ga
izostavili.)

Da bismo odredili kubi¢ni splajn na ¢itavom segmentu [a,b] moramo
specificirati njegove vrijednosti y; u ¢vorovima z;, ¢ = 0,1,2,...,n, jednako
kao i njegove inklanacije m;, ¢ = 0,1,2,...,n. Kubi¢ni splajn koji poprima
iste vrijednosti y; u ¢vorovima z; kao i funkcija f (y; = f(x;)) naziva se inter-
polacijskim kubi¢nim splajnom. Postoji vise nacina da se odrede inklanacije
u kubi¢nom interpolacijskom splajnu.

Prvi nacin je ”simplificiranje”. Stavljamo

Yi+1 —Yi-1 .

m; = T, 1= 1, 2,
Ay — Y2 — 3yo — 3Yn + Yn—2 — 4Yn1
B 2h e 2h '

Drugi nac¢in dolazi u obzir ako znamo vrijednosti derivacije funkcije f u
¢vorovima x;, y, = f'(z;). Tada stavljamo

ey —1,

mo

m; =y, 1=0,1,2,....n.
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Gornja dva nacina jos se nazivaju lokalnim metodama odredjivanja inklanacija.
Si(x) onda je neprekidna funkcija u ¢vorovima z;, ali S} (x) ne mora biti
neprekidna. Zato je defekt takvog splajna obi¢no jednak dva.

Tre¢i nacin je globalan nacin odredjivanja inklanacija. Oznac¢imo sa
S4(z; + 0) vrijednost od S¥(x) u ¢voru z; zdesna i sa S¥(x; — 0) vrijednost
od S%(z) u ¢voru z; slijeva. Tada nalazimo da je
dmi  2mip Uit — Yi

h h h?
a to se nalazi tako da uvrstimo = x; u drugu derivaciju od (22). Ako sada

napisemo (22) za i — i — 1 i to dvaput deriviramo te uvrstimo x = z; onda
dobivamo

Sg(l’z + 0) = —

2m;—y  4m,; Yi — Yi-1
Sg(IZ — 0) = h A —6 h2

Sada zahtjevamo da S¥(z) bude neprekidna u ¢voru z;

Sy(x;+0)=5(x; —0),i=1,2,....,n— 1.

Iz gornje relacije i prethodnih dviju relacija dobivamo sustav linearnih jed-
nadzbi

3% i=1,2,...n—1. (24)

Ovaj sustav ima n — 1 jednadzbu i n + 1 nepoznanicu m,. Zato moramo
zadati jos dvije jednadzbe koje se dobivaju iz tzv. rubnih uvjeta. Postoji
nekoliko nac¢ina da se zadaju ti rubni uvjeti. Ovdje ¢emo detaljnije obraditi
sljedeca tri.

(i) Ako je poznato y, = f'(a) i y,, = f'(b) tada stavljamo

m;_1 +4m; +mip =

(ii) Stavljamo

1
mo = o (~1lyo + 181 — 9y + 2u)

mp 11yn - 18yn—1 + 9yn—2 - 2yn—3> .

(iii) Ako znamo vrijednosti od f”(z) u rubnim tockama a i b, y§ = f"(a),
yr = f"(b), tada iz uvjeta S5 (a) = yy 1 S5 (b) = y/! dobivamo

7
n

mq 3y1_y0 h "
mog=——+ =

2 "o T Y
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Mp-1 | 3Yn —Yn1  h ,
My, = 5 + 7 5 + 4yn.
Gornji uvjeti (i)—(iii) mogu se kombinirati. Ako sada na sustav (24) dodamo
rubne uvjete (i) ili (ii) ili (iii) ili neku njihovu kombinaciju onda dobiveni
sustav ima jedinstveno rjeSenje.
Na kraju ove podsekcije, bez dokaza, dat ¢emo ocjenu za gresku kod

aproksimacije funkcije interpolacijskim kubi¢nim splajnom.

Teorem 7 Ako je f € C*a,b], 0 < k < 3, tada interpolacijski splajn
S3(x) sa inklanacijama zadanim na drugi ili treé¢i povise opisan nacin zado-
voljava nejednakost

max | f™(z) — Sg()m) (z)| < CR*™ 7™ max |f(k+1) (x)

r€[T;,Ti41] z€[a,b]

Y

gdje je i =0,1,2,...n—1, m = 0,1,....k 1 C je konstanta koja ne ovisi o
h,i, f.

Napomena 8 Splajnovi se cesto koriste za aproksimiranje funkcije na ve-
likim intervalima, gdje mogu dati bolje rezultate nego li interpolacijski poli-
noms.

1.9 Polinom najmanjih kvadrata

Vidjeli smo da ako imamo (n + 1)-nu tocku T;(x;,y;) onda mozemo kroz te
tocke postaviti jedan jedini interpolacijski polinom, tj. polinom za kojeg ¢e
biti L, (x;) = y;, 1 = 0,1,2,...,n. Medjutim, u praksi se Cesto javlja problem
nalazenja polinoma zadanog stupnja m koji bi najbolje aproksimirao neku
funkciju f za koju znamo vrijednosti y; = f(x;) u n tocaka, gdje je sada
n, ¢esto puta, mnogo veé¢i od m. Takvu aproksimaciju o¢igledno ne mozemo
ostvariti pomocu interpolacijskog polinoma, jer opc¢enito nije moguce postici
da bude zadovoljen zahtjev L,,(z;) = y;, ¢ = 0,1,2,...,n. Ilustracije radi
uzmimo da imamo zadano 5 tocaka sa grafa neke neodredjene funkcije f
za koju iz prakse znamo da je nelinearna i da moramo naci polinom prvog
stupnja (pravac) koji ¢e najbolje aprosimirati tu funkciju. Oc¢igledno je da ne
mozemo povuci pravac na kojem bi sve te tocke lezale. Kako onda odrediti
taj pravac, a da on daje priblizno najbolju aproksimaciju te funkcije? Jedan
od mogucih odgovora na ovo pitanje daje nam metoda najmanjih kvadrata.
Mi sada neéemo teziti tome da bude zadovoljen zahtjev L, (x;) = vy;, i =
0,1,2,...,n, nego ¢emo i¢i za tim da aproksimacija bude sto bolja.
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Opisimo tu metodu najmanjih kvadrata za gore postavljen problem. Pret-
postavimo da imamo (n+1)-nu tocku (o, ¥o), (X1, Y1) -y (Tny Yn), ¥i = f(25).
Zelimo naci polinom

P, (x) = Z apz”
k=0
tako da suma kvadrata odstupanja P, (x;) —y; bude minimalna. To znaéi da

moramo rijeSiti problem minimizacije

n

U(ag, ...,a,) = Z [P (2;) — y;]* — min.

1=0

Primijetimo da su nepoznanice koje trebamo odrediti koeficijenti polinoma
P,,(x). Odredjivanjem tih koeficijenata odredit ¢emo i sam polinom. Kao
Sto znamo nuzan uvjet ekstrema jeste da se sve prve parcijalne derivacije
funkcije ¥ ponistavaju. Kako je

0P, (x;
m(xz) _ l’f
aak
to je
OV a
— =2 [P(zs) —yi] 2, k=0,1,2,...,m.
day =0

Izjednacavanjem ovoga sa nulom dobivamo sustav jednadzbi

n

N [Puas) —yil 2k =0,k =0,1,2,....m,

=0

koji se jos moze zapisati u obliku

ifom(xl) = imfyl, k=0,1,2,...,m.
i=0 i=0

Ako uvedemo vektorske oznake

Qo Yo

ai U1
a = ) Yy = .

Am Un
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1 matricu

1 zg = xg
1z 22 ™
1 1
A= )
2 m
1z, x; -+ )

tada se gornji sustav moze zapisati u obliku
AT Aa = ATy.

Kako je AT A pozitivno definitna matrica to taj sustav ima jedinstveno rjesenje.
Takodjer, ako je m = n onda je dobiveni polinom najmanjih kvadrata jednak
interpolacijskom polinomu.

Povise opisan postupak mozemo poop¢iti. Neka su ¢q, ¢1, ..., o, zadane
funkcije iz prostora kvadratno integrabilnih funkcija Ls(a, b). Tada funkciju

) = Z Crpr()

nazivamo generaliziranim polinomom. Neka je f € Ls(a,b). Tada mozemo
promatrati problem
d(f, ®,,) — min,

gdje je d metrika u prostoru Ls(a, b), tj

1/2

) = | [ (1) ota)a

Pretpostavimo dodatno da su funkcije pi(z), £ = 0,1, 2, ..., m, linearno neza-
visne. Tada gornji problem ima jedinstveno rjesenje. Imamo da je

d(f7 q)m>2 - <f - q)maf - q)m> )
gdje je (-, -) skalarni produkt u Ls(a,b),

/f

Ocigledno je minimum od d(f,®,,) jednak minimumu od d(f, ®,,)?. Sada
izracunamo

d(f, @) = (f, 1)+ ) cier (s 00) =2 )¢5 (fr05) -
k=0 =0
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Minimum gornje funkcije dobiva se izjednacavanjem parcijalnih derivacija te
funkcije sa nulom. Dobivamo sustav

m

ch (orpi) = (f,p;), 1 =0,1,2,....,m.

k=0

Determinanta ovog sustava je Gramova determinanta sustava linearno neza-
visnih funkcija pa je razlicita od nule. To znaci da sustav ima jedinstveno
rjedenje. Sto se tiGe izbora funkcija oy (z), najbolje je te funkcije birati iz
neke ortogonalne familije, npr. takvu familiju ¢ine Legendreovi polinomi na
[—1,1].
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2 Numericka integracija

Potreba za pribliznim odredjivanjem vrijednosti odredjenih integrala pojavila
se onda kada se pokazalo da ima veoma mnogo funkcija za koje ne mozemo
odrediti primitivne funkcije (neodredjene integrale) na elementaran (anal-
iticki) na¢in pa ne mozemo za njih koristiti Newton-Leibnizovu formulu.
Npr., jedan takav integral, koji ima veoma veliku vaznost za teoriju vjero-

jatnosti, je fox e‘édt. Ovaj integral ne mozemo analiticki izracunati. Slicna
je situacija sa tzv. Fresnelovim integralima [ sin#*dt i [ cost?dt, koji se
javljaju u rjeSenjima jedne diferencijalne jednadzbe.

Pojam numericke integracije odnosi se dakle na priblizno odredjivanje
vrijednosti jednostrukih i visestrukih integrala. Ovdje ¢emo se iskljucivo
baviti jednostrukim integralima. Najvazniji pojam koji se pak tu javlja jeste
pojam kvadraturne formule sa ili bez ostatka. (Kod visestrukih integrala to
je pojam kubaturne formule). Kvadraturna formula ima oblik

b n
/ f)de = 3" wif(e) + R(S), (25)

gdje su w; > 0 tzv. tezinski koeficijenti, a ¢vorove x; obitno biramo iz
segmenta integracije [a,b], a < z1 < 29 < --+ < x, < b, dok je R(f) ostatak
(greska) u toj formuli. U praksi uzimamo

[ e S wnf), (26)

uz prirodnu pretpostavku da je R(f) dovoljno malo.
Kazemo da je kvadraturna formula egzaktna za polinome p(z) stupnja
< m ako je u formuli (25) ostatak R(p) = 0, tj. vrijedi

/a () = if;wipm)

za sve polinome stupnja < m. Broj m izrazava preciznost te formule.

Mi ¢emo ovdje detaljnije obraditi neke Newton-Cotesove i Gaussove kvadraturne
formule, uz napomenu da tih formula ima mnogo vise i da se one mogu naci
u literaturi na karaju ove skripte.
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2.1 Newton-Cotesove formule

Od Newton-Cotesovih formula uzet ¢emo pravilo sredisnje tocke (formula
otvorenog tipa) te trapezno i Simpsonovo pravilo (formule zatvorenog tipa).
U daljnjem ¢emo, jednostavnosti radi prepostaviti da je zadana funkcija f :
R — R pozitivna i neprekidna na segmentu integracije.

2.1.1 Pravilo sredisnje tocke

Ako je f pozitivna i neprekidna funkcija na segmentu [z, z;] tada nam
f;: f(z)dz daje povrsinu P krivolinijskog trapeza koji je omedjen sa [xg, 1]
odozdo, sa grafom funkcije f(z) odozgo i sa pravcima x = zg, © = a1
sa strane. Uoc¢imo sada sredisnju tocku segmenta [zrg,z1], tj. tocku z, =
(xo + x1)/2 1 pravokutnik kojem je donja baza segment [xq, z1], gornja baza
se nalazi na pravcu y = f(xg), a sa strane je ograni¢en pravcima x = o,
x = x1. Povrsina tog pravokutnika je Q = (x; —z) f(xs). Ako je h = x1 —xg
maleno tada mozemo ocekivati da je P = @, tj. da krivolinijski trapez i
taj pravokutnik imaju priblizno iste povrsine. Kako je P = fjol f(z)dz to
mozemo staviti

/Il f(x)de = hf(zs),

odnosno

/ " f@)de = hf(e) + Ro(f),

gdje je Ro(f) ostatak (greska) u toj formuli. Gornje formule nose naziv
pravila sredisnje tocke (bez i sa ostatkom). 1z geometrijskih, povise opisanih
razloga, pravilo sredisnje tocke jos se naziva i pravilom pravokutnika. Ovo
pravilo egzaktno je za polinome stupnja < 1, §to nije tesko provjeriti (do-
voljno je uvrstiti f(z) = 11 f(z) = 2 u gornju formulu i uvjeriti se da je
onda Ry(f) =0).

Konacno, ako uradimo zamjene xg — z;, 1 — T;y1, Ts — (; + xi11)/2,
h = x;.1 —x; u gornjoj formuli dobivamo pravilo sredisnje tocke na segmentu
[xi,iﬂiﬂ],

[ s = B 4 R, (27)

2
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2.1.2 Trapezno pravilo

Prisjetimo se da Lagrangeov interpolacijski polinom L;(x) ima oblik

r — T T — X9

Ly(z) = Yo + 1,
Lo — 1 1 — 2o

gdje je yo = f(xo) 1 y1 = f(x1). Graf gornje funkcije je pravac koji prolazi
kroz tocke Toy(zo, f(x0)) i T1(z1, f(x1)). Sam polinom daje izvjesnu aproksi-
maciju funkcije f(z) na segmentu [zo,z]. Sto je h = x; — 2o manje to je ta
aproksimacija bolja. Zato mozemo pisati

/x Fa)de ~ / L(x)de. (28)

Izracunajmo sada

/:m x—ZL‘ldx _ ﬁ’
zo o — I 2
/m1 T = ﬁ
zo 1 — X 2
Ako to uvrstimo u (28) dobivamo
/ oyt = L)+ ),
2
0 Fla) + o)
+
INC T £ T, 1 o).

Gornje dvije formule su trapezna pravila (bez i sa ostatkom). Objasnimo sada
naziv "trapezno pravilo”. Kad smo proucavali pravilo sredisnje tocke tada
smo vidjeli da je P = f;)l f(z)dz povrsina krivolinijskog trapeza opisanog
ranije. Tu povrsinu zamijenili smo povrsinom odgovarajuceg pravokutnika.
U ovdje promatranom slucaju tu povrsinu zamjenjujemo povrsinom pravog
trapeza omedjenog odozdo sa [zg,z1], odozgo sa duzinom T,T; i pravcima
T = xg, * = x1 sa strane. Povr§ina tog trapeza upravo je jednaka Wh.
Trapezno pravilo takodjer je egzaktno za polinome stupnja < 1. Napisimo
ga sada za segment [z;, x;11] (vidite kako je to uradjeno za pravilo sredisnje

tocke),
f(@i) + f(zig1)

/ + F)de = : h+ Rilf), (29)

gdje je sada h = x;4 1 — o;.
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2.1.3 Simpsonovo pravilo

Sada ¢emo podintegralnu funkciju zamijeniti parabolom na segmentu [xq, 2],
odnosno Lagrangeovim interpolacijskim polinomom Ly(z),

(z —z1)(z — x3) (. — mo)(z — x2)
(w0 — @1) (w0 — 22) ’ (w1 — @) (21 — 22)
(x — @o)(x — x1)
(22 — x0) (22 — 71)

LQ(ZL‘)

n

_|_

25

gdje je yi = f(x;), i = 0,1,2, x0 < 21 < T3, h = 11 — 19 = T2 — 21, t].
x1 = (z9 + z2)/2. Kao u prethodnom primjeru, ako je h dovoljno malo,

vrijedi
/ f(x)dxz/ Lo(z)dx. (30)

Sada racunamo

X1 — m2) ’
/x2 (x — g m—xl)d _h
zo (1}2 — Lo )\ Ty — 1'1) 3
Ako to uvrstimo u (30) dobivamo
/ Fla)dr = & (7o) + 4F() + F)],
odnosno

Fl)de = % £ (o) + 47 (er) + ()] + Rol )

xo
Povise imamo Simpsonova pravila (bez i sa ostatkom). Ovo pravilo egzaktno
je za polinome stupnja < 3. U to se mozemo uvjeriti tako da biramo f &€
{1,z,2? 2%} i vidimo da je za takve f ostatak Ro(f) = 0. Na segmentu
[z;, x;11] to pravilo dobit éemo supstitucijom xy — z;, o — X1, T3 —
(i +xi41)/2, h = h =241 — x; (paje h — h/2),
Ti+ Tit1

/%iﬂ f(z)dx = % [f(ari) + 4f(T) + f(@ip1) | + Ri(f). (31)
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2.1.4 Opéa shema

Iz prethodnih razmatranja vidljivo je kako se navedeni postupci mogu poop¢iti.
Naime, ako je L, (x) Lagrangeov interpolacijski polinom onda mozemo staviti

/: F(a)dz = /ab Lo(@)de + Ru(f),

gdje je R, (f) greska aproksimacije. (O gresci aproksimacije re¢i ¢emo nesto
vise u daljnjem.) Kako je

= Zpi<$>yia
i=0

gdje su p;(z) definirani sa (9), a y; = f(x;), za neke ¢vorove x;, i = 0,1, ..., n,

to je
b n
/ e =S wif (a
a =0

gdje su w; odredjeni sa

b
wi:/ pi(z)dxr, i=0,1,...n

Sada mozemo uzeti Lagrangeove polinome Ls(x), L4(z),... pa ¢emo dobiti
odgovarajuc¢e Newton-Cotesove formule. Te formule ovdje ne promatramo,
jer se pokazalo da vedi red formule ne mora znaciti i ve¢u preciznost; nas cilj
je dobivanje tzv. kompozitnih formula.

2.2 Ostatak i ocjena greSke kvadraturnih formula
2.2.1 Peanov teorem o jezgri

Kavadraturne formule mogu se definirati i opéenitije nego smo to mi uradili
ranije. Npr., kvadraturna formula moze imati sljede¢i oblik

mo

QUf) =) arof (o +Zak1f Tp1) +Zak F ().

k=0

Neka je I(f) = fab f(x)dx. Tada je greska gornje kvadraturne formule
R(f) =1(f) = Q(f)
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R je linearan operator, naime vrijedi

R(f+g) = R(f)+ R(g),
R(Af) = AR(f).

Uvest ¢emo jos oznaku P, za skup svih polinoma stupnja < n.

Teorem 9 Neka je R(p) = 0 za sve polinome p € P, i neka je f € C"(a, ).
Tada se ostatak R(f) moze reprezentirati kao

b
R(f):/ FOY () K (t)dt,

gdje je K Peanova jezgra definirana sa

K(0) = ~Ra((o = 102),

n r—1t)", x>t
wom={ G702

a indeks "x” oznacava da je x variyjabla od R.

Dokaz. Taylorova formula sa ostatkom u integralnom obliku je

") (g @
r@ = e o L [0 -y,

gdje je x = a tocka oko koje se vrsi razvoj. Koristeéi tu formulu ostatak
mozemo zapisati u obliku

row) = Sr(Ee-at) v (L [ 06— o)

k=0
b
= ar ([ e - o),

jer je R linearan operator i R (%@ — a)k> =0,k =0,1,...,n, jer su

f(k)(a) k . . . . .. c .
5% (r—a)®, k=0,1,...,n, polinomi stupnja < n. Iz gornje relacije vidimo
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da ¢emo dokaz dobiti odmah ako dokazemo da operatori R 1 | mogu zami-
jeniti mjesta. Po definiciji ostatka imamo da je

r( [ 10w - o)
/a ’ /a ’ fO (@) (v — ) dtdw

mo b
- (Z (ko / FOD @) (g — )t + - -
k=0 a

Mn dn b
+ Z aknd_n f(nﬂ)(t) (Tgn — t)ert)
k=0 @

Takodjer je
b
| R0 - o)

/ | / " F (6) o)t
— /b f(n+1 (Z ako Tro — t -+ Z (lkn il?kn — t) > dt.

Iz gornjeg je onda vidljivo da je dovoljno dokazati da je

b dk
e | e [ (5o -0z ) ai

za k = 0,1,...,n. Slucaj k = 0 je ocigledan. Kako je funkcija (x — t)7}
(n — 1)—puta neprekidno diferencijabilna to integral i derivacija komutiraju
pa gornja relacija vrijedi za sve kK < n. Preostaje provjeriti slucaj k = n.
Imamo da je
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(n n
daz”/ FOED ) (@ — t)dt
ar 1
— dr <da:”‘1 / f(n+1 (t)(z —t)f;dt)
= % (n' /ab f(n+1)(t)(l‘ _ t)+dt)
_ i (n! /95 FO () (2 — t)dt)
T de <n'x/ A / Forn( tdt)
= nl (/ f(n+1)(t)dt o fe(g) — f(n+1)(l’)1‘)
= nl /x FOY @)t

_ / ’ ( f(”“)(t)ddnn (x— )" )dt.

Racunanje Peanovih jezgri u konkretnim primjerima zna biti dosta slozeno
i teSko. Zato ¢emo u onome Sto sljedi dati ve¢ izracunate Peanove jezgre za
ranije promatrana kvadraturna pravila. Medjutim, da bismo ipak stekli neki
uvid o tome kako se to radi, na¢i ¢emo jednu Peanovu jezgru za najvaznije
kvadraturno pravilo koje smo ovdje promatrali, a to je Simpsonovo pravilo,
ali samo na konkretnom segmentu [—1, 1].

2.2.2 Greska za pravilo sredisnje tocke

Ovdje prvo pretpostavljamo da je f € C?(xg, x1). Peanova jezgra za pravilo
sredisnje tocke ima oblik

Kyle) = 4 5 @ € [mo 25
- 2
B G Ll o it
pa je
To+ 21

| = s n [ o) @as

z0
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gdje je h = x1 — xg, a ostatak je onda

- / Ko(2) f"(2)dz

Kako je ocigledno Ky(z) > 0 to po teoremu srednje vrijednosti imamo da je

| m@r@is = 1) [ Kata)ds = 35€),

gdje je &€ € (xg, z1) neodredjena tocka, pa je

B3
Ro(f) = 57 (6)
odnosno o 3
| e = pC s e (32)
Ako je M, = xe%%}il] |f”(x)| tada vrijedi ocjena za gresku u ovom pravilu
[Ro(f)| < ﬂM2

Osim gornje jezgre imamo jos i Peanovu jezgru

Kl(x):{ —(z —x0), x €

—(x—m), x €

xot+x1
2

500+961
, L1

tako da je

/f “”O;xlm/ Ky (2)f (z)de.

Ocijenit ¢emo gresku (ostatak)
Z1
- [ K@@
Zo

/ Ky (z)dx =
z0
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pa ostatak, u ovom slucaju, mozemo zapisati kao

() = [ K@ da:—C/ Kz

o
x1

— Ky () [f'(z) — Cdx,

Zo

gdje je C neka konstanta. Ako je f € Cl(wg,z1) iy < fl(z) < T, za
T € [x9,71], tada biramo C' = (7 +1I')/2 pa je ocjena greske

[ [ - 5

‘Ro(f)‘ =

r| M

< max @) - T0n] [ K@) do

z€[xo,21] 2 o

I'—~y
< —1p?
—_— 8 )

jer je
, v+ T I'—~
- <

IGH[}U%,};] f <I> 2 ‘ - 2

r1 h2

Zo

2.2.3 Greska za trapezno pravilo

Ovdje takodjer prvo pretpostavljamo da je f € C?(zg,x;). Peanova jezgra
za trapezno pravilo ima oblik

2 3

gdje je h = x1 — g, pa je

/ f ( I‘l h+/ K2 //
a ostatak je onda
- [ Kala)f" (@)
o
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Kako je oc¢igledno Ky(z) < 0 to po teoremu srednje vrijednosti imamo da je

/ Kola) f (x)d = / Kol dx———f”(f)

gdje je € € (xg, 1) neodredjena tocka, pa je

h3 "
Ro(f) = 1/ (),
odnosno V4 fo) 13
ZEO + I "
=——h— — .
INC ! e (33)
Ako je My = I?ax ] |f"(x)] tada vrijedi ocjena za gresku u ovom pravilu
ZTE[T0,T1
h3
< —
[Ro(f)] < 75 Mz

Osim gornje jezgre imamo jo$ i Peanovu jezgru

Ki(z) = — <x— xo;‘”l)

/f - "“"O);rfxlwr/ Ki(2)f(2)da.

Ocijenjujemo sada ostatak (gresku)

o
/x Ky (2)dz —

pa ostatak, u ovom slucaju, mozemo zapisati kao

tako da je

Nije tesko provjeriti da je

R(f) = [ Ki(@)f(x)dz - C /K1 da

Zo
Z1

= Ky () [f'(z) = Cdx,

o
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gdje je C neka konstanta. Ako je f € Cl(xg,x1) i v < fl(z) < T, za
x € [z, 1], tada biramo C' = (7 + I')/2 pa je ocjena greske

Ro(f)| = /:m(a:) [f'm—%} dm’

r o1
< max |7 - 05 [ K@) ds
z€[z0,71] 2 0
['—~
< —1p?
- 8 9
jer je
, v+ T I'—~
- <
s o= <5

r1 h2
Zo

2.2.4 Greska za Simpsonovo pravilo

Ovdje ¢emo, polaze¢i od Peanovog teorema o jezgri, izvesti izraz za odgo-
varajuc¢u Peanovu jezgru za Simpsonovo pravilo. Ogranicit ¢emo se na seg-
ment [—1,1]. Imamo da je

R(f) = 1(f)=5(f)

-/ Jair - S +47(0) + F(1)

-/ @K@

1

jer Simpsonova formula ima preciznost 3 (egzaktna je za polinome treeg
stupnja).

51



Sada racunamo
—6K(t)
— Rilw—)]
= /_ (x—t)idx—% (1 =83 +4(0—t)3 4+ (1 —¢)3]

1

_ /tl(x—t)3dx—§[o A=) + (1 —t)°]

%“—t) —%[0 4(-t)3 + (1 - )]
_ {%(1—15)3(1—1-375), 0<t<l1
S(1+8)3(1=3t), —1<t<0

Ovo je nepozitivna funkcija. Onda po teoremu srednje vrijednosti postoji

tocka & takva da je
1
D(g) / K(t)dt
-1

Izrac¢unamo

tako da je .
]

Postoji vise Peanovih jezgri za Simpsonovo pravilo. Mi ¢emo ih ovdje navesti,
bez izvodjenja, za segment [z;, x;11]. Imamo

- t — 5T;+T;41 te [1’2, fﬂi+1'i+1:|
K1<t) - { t— wi-&-%&'ﬂ’ t e (ﬂ’?z+$z+l le]

1 2x; +xl+1 $i+zz’+1
. g(t—l'z (t ) s te [’Iw
Kg(t) = { %(t $z+1) ( o +2:cz+1) 7 t c (Ctri-xwrl x1+1:|
l t — T 2 ( _ "L'z+331+1) t c |:ZE £E,L+(E7,+1j|
- 7 i — s s
)= e - g ¢ (i 2,
t_ng( :c+2x1+1) tE[ %]

— Ti1)? ( QIZHZH), te (m $i+1]

=

~—~

~

S~—

I
—N
>J>|>_nl>|)—l
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(Predznak Peanovih jezgri K; i K3 je zapravo minus.)
Sada pretpostavimo da je f € C*(x;, z;,1). Peanova jezgra K,(t) ima
povise zadani oblik pa je

[ st =3 1)+ ar D g+ [ Ko
gdje je h = (z;11 — x;)/2, a ostatak je
R = [ K fOa)de,

Kako je K4(z) < 0 to po teoremu srednje vrijednosti imamo da je
i1 Tit1 ho
Kala)fO@yde = fO) [ Kulwdr = o fO(E),

gdje je £ € (x;, x;11) neodredjena tocka, pa je

h5
Ri(f) = =55/ (©)

odnosno
Tit+1 h x;, +x; h?
[ st = 5 1)+ 4r P 1 pe)] - 0@, 6o
Ako je My = [max | ‘f(‘l) (m)| tada vrijedi ocjena za gresku u ovom pravilu
xe Zi,ri+1
h5
R; — M.
IR < 55 My
Promotrimo sada Peanovu jezgru
t — Smitzip t e [x M}
t) = 8 L 2
Kl( ) { t— Iz+§xz+17 te (x1+2xz+17xi+1]
tako da je
Tit1 h T "’xi Ti+1
/. fl@)de = & [f(fl?z‘) +4f(TH) + f($i+1)} - Ki(z) f'(2)dz,



gdje smo sada uzeli da je h = x;1; — x;. Ocijenit ¢emo ostatak (gresku)
Tit1
Ri(f) = — Ki(2)f(z)dz.
Nije tesko provjeriti da je
Tit1
Ki(xz)dz =0

Ty

pa ostatak, u ovom slucaju, mozemo zapisati kao

Ti41 Ti41
Ri(f) = — Ky(x) f(x)dr + C Ki(v)dx
Tit1 '

= - Ki(z) [f'(z) — Cldx,
gdje je C neka konstanta. Ako je f € CYz;,xi01) 17 < f'(x) < T, za
x € |x;,;41], tada biramo C' = (7 +I')/2 pa je ocjena greske

Tit+1

[R:()] =

Ky (x) [f’(x) _ %} dx’

Ty

T Ti41
< max |fla) - 1T / Ky (2)) de
z€[xo,21] 2 ;
I'—~
< 5—'p?
—_ 72 b

jer je

max
z€[z0,71]

, v+ T I'—~
— <
Fo) -5 <55

2

Tit1 h
/mi |K1(£B)|dl‘:5%.

Napomena 10 Uocimo da smo u gornjem korak h definirali na dva nacina:
h = x4 —x; i h = (i1 — x;)/2. To daje razlicite tezinske koeficijente
u Simpsonovoj formuli. Istaknimo kako su oba nacina definiranja koraka h
prisutna u literatur.

o4



Slicna razmatranja mozemo provesti sa Peanovim jezgrama Ks(t) i K3(t).
Ovdje ¢emo dati samo gotove rezultate. Vrijede ocjene

/ Fyae— " [f(xi) Faf(

T; + Tig1

2

G ) + f(l’z'+1)] ’ < = (Fo — )1,

gdje je po pretpostavci v, < f"(z) < Tg, za x € [z, i01] 1 h = 2441 — 3y, te

T+ Xij
2

I's — s X
1152 ’

[ o= [+ ar ) 4 )| <

gdje je v3 < f"(x) < T, za x € [x;,x;11]. Napomenimo samo da vrijedi

Tit1 Ti41
pa je postupak izvodjenja gornjih formula potpuno analogan postupku koji
smo opisali za jezgru K, (t).

2.3 Kompozitne kvadraturne formule

Sva kompozitna pravila, za kvadraturne formule Newton-Cotesovog tipa proucavane
u prethodnom, formiraju se na isti nac¢in. Naime, segment integracije [a, b|
podijelimo na n jednakih podsegmenata [z;,z;.1], gdje je x; = a + ih,
i=20,1,2,...,n, h = (b —a)/n. Sada na svakom podsegmentu primijenimo

neko od ranije opisanih kvadraturnih pravila, a dobivene rezultate zbrojimo
poiod 0don—1. Tako dobivamo neku od kompozitnih formula. U daljnjem
trebat ¢emo sljedecu lemu.

Lema 11 Neka je g : [a,b] — R neprekidna funkcija i xy,...,x, € [a,b].
Tada postoji & € [a,b] tako da je

glz1) + -+ g(zn)

= g(§).

Dokaz. Kako je g neprekidna funkcija na segmentu [a, b] to ona na tom
segmentu poprima svoj minimum c i svoj maksimum d, tj. g : [a,b] — [c,d].
Segment [c, d] je konveksan skup pa on sadrzi svaku konveksnu kombinaciju
svojih elemenata. Kako su g(z1),...,g(z,) € [¢,d] to jei A = w €
[c,d]. Osim toga, kako je g neprekidna funkcija ona poprima svaku med-
juvrijednost iz [c,d], a to znaci da postoji & € [a,b] takav da je g(§) = A.
|
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2.3.1 Kompozitno pravilo sredisnje tocke

Neka je f € C?(a,b). Formula (27) koja nam daje pravilo sredisnje tocke sa
ostatkom sada se moze zapisati kao

Ti + i1

Ti41 h3
| swe = s 6.

Ako ovu formulu sumiramo po ¢ od 0 do n — 1 dobivamo

n—1 Tit1 b

S [ iwis = [

i=0 v Ti a
. . $i+$1+1 h3 el '
= h;f( > T 2

Po lemi 11 vrijedi

n—1
n% > &) =nf"(©),
=0

gdje je € € (a,b). Takodjer je h3 = (b — a)®/n3. 1z toga onda slijedi

b n-l o+ Ti —a)3
[ s =y p ey Eo

24n?

Ovo je kompozitna kvadraturna formula za pravilo srediSnje tocke sa os-
tatkom.
Ako je f € C'(a,b) i~y < f'(z) <T, z € [a,b] tada je

2
=0
uz
n—1
R(f) = Z R;,
i=0
gdje je
I'—~
Ri| < ——n?
R < —
Tada je ocjena greske
I'—~
R(f)| < b—a)?
R < —(b—a)



2.3.2 Kompozitno trapezno pravilo

Neka je f € C?*(a,b). Formulu (29) koja nam daje trapezno pravilo sa os-
tatkom mozemo sada zapisati u obliku

Ti41 . . 3

i

Ako ovu formulu sumiramo po ¢ od 0 do n — 1 dobivamo

f/;“f(x)dx _ /abf(a:)dx

i=0 /i ) h; [f(xi) +2f(wi+1)] _» ‘ f1(&).

Po lemi 11 vrijedi

n—1
ne S FE) = nf"(e),
=0

gdje je € € (a,b). Takodjer je h3 = (b — a)®/n3. 1z toga onda slijedi

[ s = h; ol T B2eF g,

12n2

Sto se moze zapisati kao

Ho+10) 5 f(xi)] _b—a

b
/a f(z)dz = h 5 02

Ovo je kompozitna kvadraturna formula za trapezno pravilo sa ostatkom.
Ako je f € C'(a,b) i~y < f'(z) <T, x € [a,b] tada je

[ s = h; Ll fmall ),

uz



gdje je
R;| < D=y
R < —
Tada je ocjena greske
T —
8n

IR(f)| < —L(b—a)”.

2.3.3 Kompozitno Simpsonovo pravilo
Neka je sada f € C*(a,b) i h = z;41 — x;. Po (31),

Tit1 h €T; Tig1 h5
/x f(z)dx = 6 {f(l’z) + 4f<%) + f(@ig1) | — 2880f(4)(€)’

i

jer je h iz (34) upola manji od koraka h kako smo ga ovdje definirali.
Ako ovu formulu sumiramo po i od 0 do n — 1 dobivamo

S / %Hlf(x)d:c = / b f(z)dx

=0 g

h «Tz+$i+1 ]’L5 i
6 - [ ;) +4f( 5 )+f(95+1)1 2880;: FHE)
Po lemi 11 vrijedi
n—1
1
el @(e) =t
n ;:U [H(&) =nfH(8),

gdje je € € (a,b). Takodjer je h® = (b — a)®/n°. Iz toga onda slijedi

(b—a)®
2880+

i + Tit1

b n—1
[ e =5 3 o0+ ar ) o] - ST s

Ovo se moze zapisati kao

[ 1w = % f<a>+f<b>+22f<xi>+42f<%>]

_(b—a)
2880n4

FA©).

Ovo je kompozitna kvadraturna formula za Simpsonovo pravilo sa ostatkom.
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Ako je f € Cl(a,b)iv < f/(z) <T, z € [a,b] tada je

i T T

b n—1 .
[ e =5 X 0+ ar ) e + R0,

uz

n—1
i=0
gdje je
r
IR)| <5 67112
Tada je ocjena greske
T —

2.3.4 Konvergencija kompozitnih formula

Neka je a = Z9 < &1 < -+ < &y = b zadana particija segmenta [a, b] takva
da je z; = a + jbfTa, j =0,1,...,k. Ozna¢imo sa @, neku (elementarnu)
n—tockovnu kvadraturnu formulu (npr. trapeznu ili Simpsonovu). Rezul-
tirajuéu kompozitnu formulu oznac¢imo sa P,;. Neka su ¢vorovi i tezinski
koeficijenti formule @), zadani na nekom standardnom intervalu, npr. na
[—1,1]. Tada je

= szf(l‘z) ~ /_1 f(x)dz, x; € [-1,1].

Na segmentu [Z;_1, Z;] tada transformirana formula ima oblik

/ijf b_azwz f(zi)
i1

j—

gdje je
Tij = Tj1+ b;—ka(l + )
zati=1,2,...n,j=1,2,...,k.
Kompozitna formula na [a, b] onda je
b—a LA
Pu(f) Z sz Tij) = 2k’ ZZwa(a:U) (35)
J=1 ' Jj=1 i=1
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Teorem 12 (o konvergenciji)
Neka je (Q,, n—tockovna kvadraturna formula sa stupnjom preciznosti m >
0. Tada za svaku Riemann-integrabilnu funkciju f vrijedi da

b
P — / f(z)dz, kada k — c.

Dokaz. Ako u (35) promijenimo redoslijed sumacije dobivamo

k n
Pu(f) = b2—ka Zwif(ﬂfz’j)

j=1 i=1

k

i=1

— j=1

Zak=12..tei=1,2,....,n suma

S ) (30)

je Riemannova suma, jer z;; € [&;_1,4;] 1 &; — 2,1 = 22, j = 1,2,..., k.
Zato suma (36) konvergira ka integralu fab f(z)dz kada k — oo.

S druge strane, kvadraturna formula je egzaktna za f(x) = 1 (jer ima
preciznost > 0), tj.

pa je

Sto daje

n k
lim Pou(f) = =) w; 1imb;a2f(93ij)



¢ime je konvergencija kompozitne formule dokazana. m
Red konvergencije kompozitne kvadraturne formule dan je sljede¢im teo-
remom, kojeg navodimo bez dokaza.

Teorem 13 Neka je (Q, n—tockovna kvadraturna formula za koju su inte-
grandi f € CP™(a,b), tako da je

b
QAﬁ—/f@MH%W—@”WW&SEMW

gdje je C' neka konstanta neovisna od a,b, f. Tada se greska kompozitne
formule Py,

b
&MF&M%/ﬂM%

moze karakterizirati sa

lim & By, (f) = C(b— a)? [f*~D(b) — f*V(a)],

k—oo

tj. Exn(f) — 0 kada k — oo barem sa redom p.

2.4 Euler-Maclaurinova sumaciona formula
2.4.1 Bernoullijevi polinomi

Bernoullijevi polinomi B, (x) obi¢no se definiraju sa

L (37)

medjutim postoji i alternativan nacin njihovog definiranja. Naime, ako defini-
ramo By(x) = 1, Bi(x) = x — 1/2 tada sve ostale Bernoullijeve polinome
mozemo oderediti iz sljedecih relacija

Bl () = nB,_1(z),n=2,34,..
B,(0) = B,(1)=0, n=23,5,7,9,....

Ako definiramo Bernoullijeve polinome na potonji na¢in tada rubni problem

Bl(z) = n(n—1)B,_(z),
B.(0) = B,(1)=0, n=3,5,7,9,..,

61



ima kao rjesenja sve neparno indeksirane Bernoullijeve polinome, dok jed-
nadzba B! (x) = nB,_1(z) odredjuje parno indeksirane Bernoullijeve poli-
nome. Ovdje ¢emo navesti prvih nekoliko polinoma

Bo(l') =1

1
Bi(z) = x— 5

1

By(r) = 2 —a+ 5

3 1
Bs(z) = 2°— sz + 3%

1

By(z) = 2* 22+ 27— 30

Bernoullijevi polinomi imaju ¢itav niz zanimljivih svojstava od kojih ovdje
navodimo sljedeca svojstva

1
/ Bn(z)dx =0,n=1,2, ..
0

g minl
(m+n)!
Bu(x+1) — Bu(z) =nz" ", n=0,1,...

B,(1—2x)=(-1)"B,(z),n=0,1,..

Bpin, mn=1,2,...

Bu(z)=-(1-2""B,,n=0,1,...

Povise smo koristili oznaku B,, za Bernoullijeve brojeve. Bernoullijevi brojevi
definiraju se sa

B, = B, (0).
Imamo da je
1
By = —§> Bopy1 =0,k =1,2,...
1 1 1
By =1 Bob=-,By=——, Bg=—, ...
0 ) 2 67 4 307 6 427

Ako u relaciju (37) uvrstimo x = 0 dobivamo

t N
et —1 :ZBHE'

n=0
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Osim toga je
Bn(0) = (=1)"Bn(1)
1 2
Bou(5) = Ban(z)=—2""(1—3"""")By,.
3 3
2.4.2 Sumaciona formula
Kako su Bernoullijevi polinomi definirani na [0, 1] nasa razmatranja ¢emo

ograniciti na taj segment. Uzastopnom primjenom parcijalne integracije do-
bivamo

/Olf(x)da: _ /f ) Bo(x dx_/f VB! (x

[£(0) + F(1)] + gw / F"(@)Bo(a)

L[ o= [ s

pa parcijalnom integracijom (dva puta uzastopno) dobivamo

Sada je

i f(z)dz
= LIO) + 7]+ 2 10) — 0]+ SE0) - £
3 01f<4><x>B4<x>dx

Ako nastavimo na gornji nacin dobit ¢emo sljedeéi rezultat.
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Teorem 14 Neka je f € C*™[0,1]. Tada vrijedi

/f

:5[ Z

k=1

(2k 1) O) . f(Qk_1)<1)}

L em B ()de
o / FO™) (&) By ().

Formalan dokaz ovog teorema moze se uraditi indukcijom.
Zelimo li dobiti reprezentaciju preko Peanove jezgre zamijenit ¢emo m sa
m + 1 u gornjoj formuli, da bi dobili

/f

:5[ Z

)_ f(?k*l)(lﬂ +Rm,
gdje je

Rm _ (2?;1—&-;)' [f(2m+1)(0> . f(2m+1)(1)}

1 1
+m /0 f(2m+2) (m)B2m+2<=’L’)d:E

1 1
= @mt2)! /0 SC (1) [Bamsa(x) — Bamaa] da.

Gornja formula moze se promatrati i kao korekcija trapeznog pravila u rub-
nim tockama. Kako Peanova jezgra ne mjenja predznak na [0, 1] mozZe se
dobiti sljedeci rezultat.

Teorem 15 Neka je f € C?™2[0,1]. Tada je

/f

:Q[ kg 2k1 (0) — f(le()]+Rm,
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gdje je
_ Bam+2 (2m+2)
Fom = (2m + 2)! / (&)

za neki & € (0,1).
Iz gornjih rezultata za kompozitno trapezno pravilo izlazi sljedeci rezultat.

Teorem 16 Neka je f € C?*™2a,b]. Tada je

/abf(:v)d:v = g

Fla)+ 1) + 23 )

Z 2k th f(2k 1)( ) f(Qk_l)(b)} +Rm’
gdje je

B m m m
Bon = =G 1 i (0 — DR FE(6),

za neki € € (a,b), uzh=(b—a)/n, z;=a+1th,i=0,1,...,n—1.

2.5 Korigirana kvadraturna pravila

Kad smo proucavali Euler-Maclaurinovu sumacionu formulu vidjeli smo kako
se moze korigirati trapezno kvadraturno pravilo u rubnim tockama segmenta
integracije. Ovdje ¢emo to uraditi za pravilo sredisnje tocke, ali na drugi
nacin. Po analogiji u odnosu na to kako ¢emo tu korekciju ovdje uraditi, onda
mozemo korigirati i druga kvadraturna pravila. Dakle, osnovna namjera nam
je opisati opéi postupak korigiranja na pravilu sredisnje tocke. U tu svrhu,
umjesto Peanove jezgre
(w_l’o)g zo+ml
Ks(z) = { PR O

emna? e [ty ]

2

za pravilo sredidnje tocke, uvodimo novu (korigiranu) Peanovu jezgru
K2
$1 — 2o
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Kako je

$1 — 1'0)3 h3
K —
/ 2 24 24

to imamo da je

p(z) =

(x—x0)? B2 To+x1
2 7 o x € [mo, 255
(z—z1) h? = [wOJQle 7 :L'l}

gdje smo standardno uzeli h = x1 — xg. Parcijalnom integracijom dobivamo

[ v @

Zo

- @ (;p—xo)Q h,2 x—x1)2 h2
/xo { 2 24]dx+/@i[ 2 _2_4]dx
- (1’1 — l’o)Q h2 To + 21 h2
[ ] ()
, h2 (:1:1 — x0)2 h2 , [ o+ X1
~fg - [ e (2

_ / K\ (2)f () dz

gdje je
Ki(x) = ’ 2
1(2) { r—x, TE x°”1,a:1
pa je

[ p@rr @

Zo

2
= 24[,}"(370 "(1)] / Ki(x

Ponovnom parcijalnom integracijom dobivamo

x1

Ki(x)f'(z)dz

otz
2 1

_ / (z — 20) ' (2)dz + / ( — 21)f'(2)da

xo+x
o O2 1

L p(min)nse (atn)aon [,
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Iz gornje dvije relacije imamo da je

/ " ) (@)

o

= [ tw)de—ny (

zo

5L'0+$1) _ h2

) = () = £ o)),

Ovo je korigirano pravilo sredidnje tocke sa ostatkom. Clan % [f(x1) — f(x0)]
naziva se korekcija u pravilu srediSnje tocke, a clan

R(f) = / @) ()de

o

je ostatak (greska) korigiranog pravila.
Naéi ¢emo sada ocjenu greske za ovo kvadraturno pravilo. Prvo primije-

timo da vrijedi
z1
/ p(x)dx
Zo

1 1 1
= / |:K2(1;) — —— / Kz(t)dt:| dr = 0.

Tada, ako je C bilo koja konstanta, ostatak R(f) mozemo zapisati u obliku

R(f) = / " @) [ () — ) d.

Zo

Ako sada pretpostavimo da je f € C?(xg, 1) te da postoje konstante ~y,, I'y

takve da je vo < f"(z) < T'g, x € [xg, 1], onda mozemo uzeti C' = Fz;r’yz pa

o
IRCIECEE=

R(f)| = !
/ " @) de

Lo+
1
) - 2k

Ty = [©
< =5 72/ Ip(z)| dz.
X0

IN
g
"

Kako je

xr1 h3
)| dx =
/m o) de = -
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to je
Iy — 7 3
R < h”.
RO <
Ako zelimo dobiti tu formulu na segmentu [z;, z;41], h = z;41 — 24, tada po
ranije opisanom postupku (0 — i, 1 — i 4+ 1) dobivamo

[ @

T

Tit1 i i 2 , |
_ / f(a)de — hf (%) ) — P

gdje je sada p;(z) Peanova jezgra koja ima oblik

pi<x):{( 2 5 T E |, T

Z*ibi+1)2 . h2 E |:xz‘+$i+l

) 24 D) 7xi+1}

Za ostatak "
RO~ [ p@f @
takodjer vrijedi ocjena
Iy — 3

Ri S h 9

|2 (f)] 3673
gdje je sada v < f"(z) < T, € [x;,x;41]. Sumirajuéi gornju formulu po
iod0don—1,uz z; =x9+ih, h=(b—a)/n,i=0,1,2,...,n, dobivamo
odgovarajuc¢u kompozitnu kvadraturnu formulu

/ ()

_ hZ / (%) 1R - o) + RO,

jer je

uz ocjenu ostatka



gdje je sada o < f"(z) < T, x € [a, b).

Primijetimo sljedece. Dok je pravilo sredisnje tocke egzaktno za polinome
stupnja < 1, korigirano pravilo sredisnje tocke je egzaktno za polinome stup-
nja < 3. Osim toga, kompozitna kvadraturna formula za korigirano pravilo
ima samo jedan ¢lan (% [f'(b) — f'(a)]) vise u odnosu na kompozitnu for-
mulu za originalno pravilo. Dakle, moze se ocekivati da ¢e korigirano pravilo
dati bolje rezultate od originalnog pravila.

2.6 Gaussove kvadraturne formule
2.6.1 Legendreovi polinomi

Neka je Lo(a,b) prostor kvadraticno integrabilnih funkcija, tj. funkcija za
koje je

/abf(x)2dx < 0.

U prostoru Ls(a, b) mozemo uvesti skalarni produkt po formuli

(f.9) = / F(2)g(a)da.

(Nije tesko provjeriti da funkcija (-,-) zadovoljava sva svojstva skalarnog
produkta.) U tom smislu kazemo da su dvije funkcije f i g medjusobno
ortogonalne ako je

(f.g) = / J(@)g(x)dz = 0.

Od posebnog interesa su familije ortogonalnih polinoma. Jednu takvu famil-
iju ¢ine Legendreovi polinomi U,(z) koji se definiraju na segmentu [—1, 1]
pomocu relacije

1 Jd°
Un(®) = o gam

[(z> = 1)"].
Za njih vrijedi da je
0, j#k
<Uj7Uk>:{ 2 j=k,

25417

(38)
tj. oni zaista tvore ortogonalnu familiju. Nije tesko naéi da je Up(xz) = 1 i

Ui(z) = x, pa se preostali Legendreovi polinomi mogu izra¢unati iz sljedeée
relacije
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(n+1)Upt1(z) — (2n+ 1)2U,(x) + nU,—1(z) = 0.
Npr., nalazimo da je Us(z) = £(32% — 1), Us(z) = 3(52* — 3x), itd. Za nas

su ovdje vazna sljedeca dva svojstva tih polinoma.

Lema 17 Swvaki Legendreov polinom stupnja n ortogonalan je na svim poli-
nomima stupnja < n, tj. vrijedi

/_ 11 U, (2) Po()d = 0, (39)

za svaki polinom Py stupnja k < n.

Dokaz. Dokaz slijedi iz ¢injenice da se svaki polinom stupnja k& moze
prikazati pomoc¢u Legendreovih polinoma stupnja < k,

Ako sada uvrstimo (40) u lijevu stranu od (39) tada iz (38) slijedi da (39)
vrijedi. m

Lema 18 Svi korijeni Legendreovih polinoma su jednostruki, relani i nalaze
se u (—1,1).

Dokaz. Pretpostavimo da U,(z) ima k < n razli¢itih realnih korijena
neparne kratnosti u (—1,1). Oznac¢imo te korijene sa xy, ..., ) 1 definirajmo
polinom

(x—x1)--(r—x), k>0

P’“(x):{L k=0.

Tada polinom Pg(z)U,(x) ne mijenja predznak na (—1,1) i nije identicki
jednak nuli. Zato je

/_ Pu(a)Un()dz £ 0, (k < n).

1

Ovo je u suprotnosti sa tvrdnjom leme 17. Zakljuéujemo da U, (z) ima to¢no
n razlicitih realnih korijena. m
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2.6.2 Kanonske Gaussove formule
Do Gaussovih formula do¢i ¢emo rjesavajudi sljedeéi problem.
Problem 19 Naéi kvadraturnu formulu sa takvim teZinskim koeficijentima

wj 1 takvim cvorovima x;, j = 1,2,...,n, na segmentu [a,b] da ona bude
egzaktna za polinome maksimalnog stupnja, tj. da vrijedi

b n
/ P(z)dz =) wpP(xy). (41)

gdje je P(x) polinom maksimalnog stupnja.
Lema 20 Stupanj polinoma iz problema 19 je manji od 2n.
Dokaz. Neka su 1, ..., x, proizvoljni ¢vorovi iz [a, b]. Tada je polinom
Py(z)=(x—21)* - (x—2,)* >0

i nije identicki jednak nuli pa je
b
/ Py, (z)dz > 0. (42)

S druge strane, za bilo koje tezinske koeficijente wy vrijedi

> wiPan () =0, (43)
k=1

jer je Py, (zg) =0, k = 1,2,...,n. Iz (42) i (43) vidimo da ne moze nikada
biti zadovoljeno (41). =

Nasa daljnja proucavanja ograni¢it ¢emo, za sada, na segment [a,b] =
[—1,1]. Ozna¢imo sa i, ...,x, ¢vorove iz [—1,1]. Neka su, za sada, oni
proizvoljni. Oznac¢imo sa

(@ —a1) - (@ —x) (@ — Tig) -+ (2 — @)
Ty —x1) - (20— 1) (@ — Tigr) - (25 — )

pn—l,i(x) == (

Ovo su bazi¢ni interpolacijski polinomi za Lagrangeov interpolacijski polinom
stupnja n — 1.
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Lema 21 Neka su teZinski koeficijenti zadani sa

1
w; = / Pn-1i(z)dr, 1=1,2,..., n. (44)
-1

Tada je odgovarajuca kvadraturna formula egzaktna za polinome stupnja n —
1.

Dokaz. Neka je P, ;(z) bilo koji polinom stupnja n — 1. Tada je
L, 1(x) = P,_1(x), gdje je L,_1(z) Lagrangeov interpolacijski polinom stup-
nja n — 1 za polinom P,_;(z). Vrijedi

/lan—l(x)dx = /llL dx—/ <ZZPn 1i(2) P 1(@)) dx

n

_ Z(/_llpnl,i(x)dx) () Zwl 1

i=1
jer vrijedi (44). Time je dokaz gotov. m

Teorem 22 Neka se tezinski koeficijenti kvadraturne formule biraju po (44)
i neka su cvorovi te formule korijeni Legendreovog polinoma U, (x). Tada je
ta formula egzaktna za polinome stupnja 2n — 1.

Dokaz. Neka je P, 1(x) proizvoljan polinom stupnja 2n — 1. Ako taj
polinom podijelimo sa Legendreovim polinomom U, (z) tada dobivamo

Pzn_1<l') Vn—l(x)

Uow) ~ et@+ s

odnosno

Pgn_l(d,’) = Wn_l(l’)Un<l') + Vn_l(l‘),

gdje su W,,_1(x), V,,_1(x) polinomi stupnja n — 1. Koristimo sada svojstvo
ortogonalnosti Legendreovog polinoma U, (x) na svim polinomima stupnja
< n, da bi dobili

/_ Poala)ds = [ Waa@)Uile)da + /_ Vi) ()

= Vi-1(x)dz.

-1
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Kako je U, (z;) =0, j = 1,2,...,n, po uvjetu iz teorema, to je
> wiPonoa(ry) = > wiWaa(z)Un(z;) + > wiVaa(z;)  (46)
j=1 j=1 j=1

= Z ijn_l(xj).
j=1

Po lemi 21 kvadraturna formula
1 n
/ f@)de =Y " w;f(x))
-1 =1

je egzaktna za polinome stupnja n — 1 pa je

1

1 n

/ Vn_l(l’)dflf = ijvn_l(l'j).
_ =

Iz zadnje relacije i (45), (46) dobivamo

1 n
/ Py, 1 (z)dx = ijPgn_l(xj)
_ =t

1
Sto je trebalo dokazati. m

Definicija 23 Kvadraturna formula iz gornjeg teorema c¢iji su ¢vorovi kori-
jeni Legendreovog polinoma U, (z), a teZinski koeficijenti se biraju po (44) i
koja je egzaktna za polinome stupnja 2n—1, naziva se Gaussovom kvadraturnom
formulom.

Napomena 24 Kako smo pokazali da rjesenje problema 19 me mogu biti
polinomi stupnja 2n, a da to jesu polinomi stupnja 2n—1, time je taj problem
rijesen.

Moguce je pokazati da su ¢vorovi Gaussove formule smjesteni simetri¢no
s obzirom na ishodiste z = 0, a tezinski koeficijenti u simetri¢no smjestenim
¢vorovima su medjusobno jednaki. Ovdje ¢emo dati ¢vorove z; i tezinske
koeficijente w; zan =21in = 3.
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Za n = 2 imamo

Za n = 3 imamo

V15 5}
T, = - W; = 7, 221737
5) 9
8
Ty = 0, w2:§.

2.6.3 Gaussove formule na opéem intervalu

Gaussove kvadraturne formule koje smo do sada promatrali na segmentu
[—1, 1] nazivat ¢emo kanonskim formulama. Pomoc¢u tih formula mozemo
konstruirati Gaussove kvadraturne formule na proizvoljnom segmentu [a, b].

Uvedimo particiju segmenta [a,b] na m jednakih djelova, tj. podsegme-
nata [y, Yk+1], tako da je yy = a+kh, h=(b—a)/m, k =0,1,2,....m — 1,
Ym = b. Na svakom od tih podsegmenata zadajmo ¢vorne tocke

yk+yk+1 b—a
KTy Tl

17=12 ..n,

gdje su z; ¢vorovi Gaussove kanonske formule. (Ti ¢vorovi xy; odgovaraju
zapravo Cvorovima Gaussove kanonske formule, ali na segmentu [yx, Y1
Ako uvrstimo m =1, a = —1 b = 1 dobivamo ¢vor z;, jer je yp = a = —11
yr+1 = b = 1.) Neka su w; tezinski koeficijenti Gaussove kanonske formule.
Tada je

Yk

/yk+1 f(x)dx ~ b2:na Z wjf(xkj)
j=1

i ova formula je egzaktna za polinome stupnja 2n — 1. Ako tu formulu
sumiramo po k£ od 0 do m — 1 dobivamo Gaussovu kompozitnu formulu

b bh— n m—1
/a Fa)de ~ Qmazwjkz:ofmj)

Jj=1

i ova formula takodjer je egzaktna za polinome stupnja 2n — 1.
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Ovdje ne¢emo izvoditi formulu za ostatak u gornjoj kompozitnoj formuli,
ve¢ ¢emo odmah dati gotov rezultat za funkcije klase C*"(a, b),

e
R, = 3 )
e enPensy @

gdje je & neodredjeno. Npr., ostatak u Gaussovoj kompozitnoj formuli za
n=2]je
(b—a)®
Ry = ~———f®(¢).
Ako to usporedimo sa Simpsonovom formulom vidimo da je ovaj ostatak
manji. Inace, Gaussove formule koristimo najcesée onda kad je integrand

funkcija visoke glatkosti, tj. postoji f*), za neki dovoljno veliki k.
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3 Nelinearne jednadzbe

Potreba za izu¢avanjem pribliznih metoda za odredjivanje rjesenja nelinearne
jednadzbe f(z) = 0 pojavila se odavno. Naime, pokazalo se da ve¢ kod
algebarske jednadzbe

anx™ + - 4 agx® + a1z +ag =0

opéenito ne mozemo nadéi formulu za njezino rjeSavanje ako je njezin stupanj
ve¢i od cetiri. Kazemo da jednadzba nije rjesiva pomocu radikala. Npr.,
jednadzba

24422 —-2=0

nije rjesiva pomocu radikala nad Q).

Glavna tematika ovog paragrafa bit ¢e, dakle, izucavanje aproksimativnih
metoda za rjeSavanje nelinearnih jednadzbi. Osim u matematickoj teoriji
takve jednadzbe se pojavljuju i u praksi. Npr., jedna takva jednadzba je

S=P(l+r) [%] :
gdje je r = R/100, a treba odrediti R, dok su S, P i n zadani.

Mi ¢emo ovdje obraditi glavne metode rjesavanja nelinearne jednadzbe
opéeg oblika f(x) = 0, a koje su danas poznate. To su prije svega Newtonova
metoda, iteracijska metoda, metoda sekante i metoda polovljenja intervala.
Osim njih navest ¢emo jos neke dodatne metode radi boljeg uvida u cjelokupni
spektar takvih metoda. Pri tom ¢emo posebnu pozornost obratiti na odred-
jivanje gresaka u tim metodama, odnosno njihovim brzinama konvergencije.
Kao sto ¢emo vidjeti, neke od metoda za svoju realizaciju zahtjevaju poz-
navanje derivacija funkcije f, dok se druge mogu relizirati samo pomocu
vrijednosti funkcije f u nekim tockama. U principu, metode koje zahtjevaju
da f bude diferencijabilna funkcija brze su od ovih drugih metoda, koje to
ne zahtjevaju. Na kraju ¢emo obraditi sustave nelinearnih jednadzbi i dati
jednu metodu njihova rjesavanja.
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3.1 Iteracijska metoda

Prva metoda za rjeSavanje nelinearne jednadzbe f(x) = 0, koju ¢emo obra-
diti, jeste tzv. iteracijska metoda. Ova metoda zapravo rjesava jednadzbu
tipa z = p(z). Najednostavniji nacin da vidimo kakve to veze ima sa nasom
jednadzbom f(z) = 0 jeste da izaberemo ¢(z) = = + f(x). Tada jednadzba
x = p(x) prelazi u jednadzbu x = x + f(x) 8to je ocigledno ekvivalentno sa
jednadzbom f(z) = 0. Postoji mnogo nacina na koje iz jednadzbe f(z) =0
mozemo doé¢i do ekvivalentne jednadzbe x = p(z).

Prije nego li obradimo ovu metodu definirat ¢emo Lipschitzove funkcije.
Kazemo da funkcija ¢(x) definirana na segmentu [a, b] zadovoljava Lipschit-
zov uvjet sa konstantom « ako za svaka dva elementa x1, 29 € [a, b] vrijedi

[p(x1) — p(@2)| < avfwy — 2] .
Npr. ako je funkcija ¢ neprekidno diferencijabilna tada mozemo uzeti

- !
= max o' ()] -

Lipshitzov uvjet tada slijedi iz teorema srednje vrijednosti: ¢(z1) — p(z2) =
¢'(&)(x1 — 32).

Specijalno, funkciju ¢ : [a,b] — [a,b] koja zadovoljava Lipshitzov uvjet
sa konstantom o, 0 < a < 1, nazivamo kontrakcija.

Teorem 25 Neka na segmentu [xo, o + 7| funkcija ¢ zadovoljava Lipschit-
zov uwvjet sa konstantom o, 0 < a < 1, @ neka je

0 < p(zg) — 0 < (1 —a)r. (47)
Tada na segmentu [xo, xo + 1] jednadzba x = @(x) ima jedinstveno rjesenje
x* = klim T, gdje je niz (vy) zadan sa xp = @(xp_1), k = 1,2,.... Vrijede
sljedece ocjene
2% — | < pa® (48)
1
. Q@
" = 2i] < T lar = 2], (49)

gdje je p = (ple) — 20) /(1 — ) <7, k=1,2,...
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Dokaz. Prvi korak u dokazu je pokazivanje da je ¢itav niz z = o(zx_1)
sadrzan u segmentu [xg, zo + p]. Jednostavnosti radi uzet éemo o = 0, pa
moramo pokazati da je zy € [0, p], Vk. 1z definicije velicine p slijedi

©(0) = (1—a)p. (50)
Iz Lipschitzova uvjeta uz x; = x, xo = 0 slijedi
—ax < ¢(x) — ¢(0) < oz,
odnosno
p(0) —ax < o) < ax +¢(0). (51)
Iz (50) i desne nejednakosti u (51) nalazimo da je
p(z) < p+(z—pla
sto za x € [0, p|, tj. (x —p) <0, daje p+ (z — p)a < p, odnosno
p(r) < p. (52)

Dokaz da je x; > 0 provest ¢emo indukcijom. Pretpostavimo da smo nasli
T, k=0,1,....m—1,1ida je

0<z,<p, k=0,1,....m—1. (53)

(Za m = 2 lako se provjeri da to vrijedi.) Treba pokazati da je z,, =
©(xm_1) € [0, p]. Promatramo dva slucaja.

(i) Neka je 0 < 2,1 < min {p,@}. Tada po lijevoj nejednakosti u
(51),

Ty = ©(Tp-1) > ¢(0) — azpm_1 > p(0) — amin {p, @}
> o0) - a? —p,

(ii) Neka je @ < x,,—1 < p. Tada iz Lipschitzova uvjeta dobivamo

T = Tm1| = |0(@m-1) — @(Tm-2)| < |Vt — Tpma] .

Analogno je
| Tm—1 — Tm—2| < a|Tm—g — Tm3|.
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Ako tako nastavimo dobivamo
[T — 1| < Q™! |z — 0] - (54)

Kako je |21 — xo| = ¢(0) i 2oy > 22 > o™ 1p(0), jer je 0 < o < 1, to je

[e7

Tm Z Tm—1 — |$m - xm—1| > 0.

Gornja dva sluéaja (i) i (ii) jedina su moguéa pa zakljuéujemo da je uvijek
Ty > 0. Iz (52) znamo da je x,, = @(znm-1) < p, ¢m je z,,1 € [0,p].
Dokazano je dakle da je ¢itav niz (zy) unutar segmenta [0, p] . Ako je xo # 0
tada je xy, € [z, o + p|, V.

Drugi korak u dokazu sastoji se od pokazivanja da je niz (x) Cauchyjev
niz. Treba pokazati da za ¢ > 0 vrijedi |z,4, — x,| < €, ¢im je n > ng. 1z

(54) i ¢injenice da je |z — x| = |¢(xo) — x| < r imamo da je
n-+p n+p
|In+p — x| < Z |Tm — Tma| < Z a™! |21 — o] (55)
m=n-+1 m=n+1
<X 1—a? r

< m—1 _ n < a” )

< r Z a rafo—— <oy
m=n+1

Kako je « < 1 to @™ — 0, n — o0, pa iz (55) vidimo da za n > ny
je |Zntp — xn| < €, za proizvoljno malen € > 0, a to zna¢i da je niz (xy)
Cauchyjev niz.
Kako je segment [z, z¢ + 7] potpun prostor to postoji limes tog niza iz
[zo, 0 + 7],
¥ = lim .

S druge strane, funkcija ¢ zadovoljava Lipschitzov uvjet, pa je ona neprekidna,
a neprekidna funkcija i limes komutiraju. Zato je

¥ =limzx, = limp(rr_1) = p(limxy) = p(z7).
Time je dokazano da je x* rjeSenje nase jednadzbe z = ().
Preostaje dokazati da je rjesenje jedinstveno. U tu svrhu pretpostavimo

da postoji jos jedno rjesenje z**, tj. ™ = (™). Tada je

2" = a7 < Jole?) — (™) S ale’ =]
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Kako je o < 1 gornja nejednakost je moguéa samo ako su obje strane jednake
nuli, tj. ako je z* = z**. Time je jedinstvenost rjesenja dokazana.
Jos treba dokazati ocjene iz teorema. Imamo

2" — x| = |o(2") — p(zr-1)| < alr” — 244
= alp(@®) — p(rr-2)| < o®|z* — 25
< < af |t =

Kako je x* € [xg, 20 + p] to je |2* — x| < p pa je |2* — 23] < oFp, cime je
prva nejednakost dokazana. Preostaje dokazati drugu nejednakost. Imamo
da je

" — xp1 = T — X1 + (") — o(Tp-1)

pa je
ot —wp| <ok — aea| + le(a”) — o(@r-1)]
< mp — wp| + ozt — x|
ili
|27 = 2| < o — zpa .
Takodjer je

|27 = x| = lp(2") = p(zp)| < afz” =]

Gornje dvije relacije daju

@
|z* — x| < 1 |2k — Tp-1],

—

a to je druga nejednakost iz teorema. m

Napomena 26 Gornji teorem nam kaZe: ako funkcija ¢ zadovoljava uvjete
teorema onda jednadzba x = @(x), odnosno njoj odgovarajuca jednadzba
f(z) =0, ima jedinstveno rjesenje. Ne postoji neko generalno pravilo kako
éemo od jednadzbe f(x) =0 doci do jednadzbe x = p(x), veé za svaki prim-
jer to posebno moramo “namjestiti”. Postupak sa pocetka, kad smo birali
o(x) = x + f(x), prevodi jednadzbu f(x) = 0 u jednadzbu tipa x = p(z),
medjutim nista ne garantira da cée tako izabrana funkcija ¢(x) zadovolja-
vati uvjete gornjeg teorema. No, ako su svi uvjeti zadovoljeni tada priblizno
rjesenje jednadzbe nalazimo kao neki ¢lan niza koji se formira po pravilu

T = p(xp_1).
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Primjer 27 Promotrimo jednadzbu
2’ —4a® +x — 10 = 0.

Ovdje je f(x) = x® — 42* + x — 10. Jedno rjesenje te jednadzbe nalazi se u
segmentu [4, 6], naime f(4) <014 f(6) > 0 daje f(4)f(6) < 0. Ako izaberemo
o(x) = 10 + 42* — 23 tada je jednadzba v = @(x) ekvivalentna gornjoj jed-
nadzbi. Medjutim, ¢'(x) = 8z —3x? nije manja od 1 na zadanom segmentu pa
nema garancije da ce iteracijska metoda konvergirati prema rjesenju. S druge
strane, ako izaberemo p(xr) = 4"”2;—”2”10 tada je ponovo jednadiba x = ¢(x)
ekvivalentna gornjoj jednadzbi. Osim toga je ¢'(x) = =32 pa je |¢'(z)] < 1
na segmentu [4,6]. To znaci da e iteracijska metoda konvergirati. Ako iz-
aberemo xo = 4 dobivamo

x1 = p(xg) =44, ... , x7 = p(xg) = 4.3069.

Vratimo se ponovo na Teorem 25. Taj teorem je specijalan slucaj sljedeceg
teorema.

Teorem 28 (teorem o fiksnoj tocki)
Neka je ¢ : [a,b] — [a,b] kontrakcija. Tada jednadiba x = p(z) ima
jedistveno rjesenje koje se dobiva kao limes niza xy = @(xg_1).

Dokaz ovog teorema analogan je dokazu prethodnog teorema. Napomenimo
da je z fiksna tocka za preslikavanje ¢ ako je p(z) = z.

3.2 Newtonova metoda
3.2.1 Opis metode i konvergencija

Ponovo promatramo jednadzbu f(z) = 0 i dajemo jednu novu metodu za
njezino rjesavanje. Pretpostavit ¢éemo daje f € C%(a,b)i f'(z) # 0, z € [a, b].
Taylorova formula prvog reda ima oblik

1
(@) = [(e) + ()@ = &) + S /") (@ = ),
gdje je ¢ € [a,b], a £ € (a,b) je neodredjeno. Ako pretpostavimo da je (z* —
¢)? zanemarivo malo, gdje je z* rjeSenje nase jednadzbe, tada iz Taylorove
formule i f(z*) = 0 slijedi (z = z*)
0= f(c)+ f(c)(z" —¢)

81



ili

' f(e)

e — )
f'(e)
Ako sada stavimo z* — 1 i ¢ — x tada dobivamo
f (k)

Pt = f,(xk).

Ovo je Newtonova (ili Newton-Raphsonova) metoda. Napisat ¢emo sada
algoritam za ovu metodu koji se koristi u praksi.

Algoritam 29 (Newtonova metoda)

(0) Zadajmo pocetnu aproksimaciju rjesenja xo, toleranciju greske € > 0
1 maksimalan broj iteracija N.

(1) Stavimo i = 0.

(2) Ako je f'(x;) = 0 onda zaustavimo algoritam sa porukom da metoda
ne nalazi rjesenge.

(3) Izracunajmo x;.q = z; — L&

(4) Ako je |xiyn — x| < € fzinl)stavimo algoritam i ispisimo priblizno
rjesenje T;i1.

(5) Ako je i +1 > N zaustavimo algoritam i ispisimo da je prekoracen
maksimalan broj iteracija.

(6) Stavimo i — i+ 1 i vratimo se na korak (2).

Teorem 30 Neka je f € C*(a,b). Ako je x* takav da je f(x*) = 0 i
f'(z*) # 0 tada postoji 6 > 0 takav da Newtonova metoda generira niz (xy)
koji konvergira ka rjesenju x* za svaku pocetnu aproksimaciju 1z segmenta
I =[x*—0,2" + 4.

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti na osnovu teorema 28 o fiksnoj tocki. U tu
svrhu definiramo funkciju

@
=T oy

Pokazat ¢emo da je ¢ : I — I kontrakcija pa ¢emo moci primijeniti teorem
o fiksnoj tocki. No, mi najprije moramo naéi segment I = [z* — §,2* + ]
takav da ¢ preslikava I u [ i da je kontrakcija na tom segmentu. Uvjet o
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kontrakeiji bit ¢e ispunjen ako nadjemo da je |¢'(z)| < 1, x € I. Naime, tada
je
lo(@) = e(y)| = 1" ()] |z =yl
pa ako definiramo a = ma;<|gp’(x)| onda je |p(z) — p(y)| < alr —1yl, tj. ¢
Te

jeste kontrakcija.

Kako je f'(z*) # 01 f’ je neprekidna funkcija to postoji d; > 0 takav da
je f'(x) #0, zax € I} = [x* — 01,2* + §1]. Zato je ¢ definirana i neprekidna
na [Iy. Takodjer vrijedi

oy — 1 LRI @@

f'(x)? fr(x)?
jer je f klase C?(a,b) i@ € C'(I;). Po pretpostavci je f(x*) = 0 pa iz gornjeg

dobivamo Fa) (o)
P = ey

=0.

Kako je ¢’ neprekidna funkcija zadnja jednakost povlac¢i da postoji 9, 0 <
0 < 61, tako da je

()| <a<l,zel=[z"—0du1z"+7].

Dakle, ¢ jeste kontrakcija. Preostaje pokazati daje ¢ : I — I. Akojex € I
tada teorem srednje vrijednosti povlaci da za neki £ izmedju x i * vrijedi

lp(x) — ()| = |¢' (€] |z — z7|.
Zato

o(x) =" = [o(z) = p(z)] = |¢' ()| | — 27|
< alr—z'| <l|r—a*.

Akojex el toje|r —a*| <di|p(r) —a*| <d,atoznacida ¢: ] — I.
Dobili smo da su sve pretpostavke teorema o fiksnoj tocki zadovoljene pa
niz

Ti4+1 = 90(%) =T —

konvergira ka fiksnoj tocki z = ¢(z). Ocigledno je z = z*. =
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Gornji teorem nam kaze da za funkciju f € C?%(a,b) koja ima nul-tocku
unutar (a,b), f(z*) =0, a za koju je f'(z*) # 0, Newtonova metoda ¢e kon-
vergirati ka rjesenju jednadzbe f(z) = 0, ¢im odaberemo pocetnu aproksi-
maciju dovoljno blizu rjesenju z*. To znac¢i da ako nismo odabrali poc¢etnu
aproksimaciju dovoljno blizu rjesenju z* tada Newtonova metoda ne mora
konvergirati. Stovise, imamo sljedeéi primjer.

Primjer 31 Promotrimo jednadzbu
Jz=o.

Ocigledno je x* = 0 rjesenje te jednadzbe. Ovdje je f(x) = Jx pa je f'(x) =

33};2. Tada je

_ : 3/,2 _
Tht1 = T — YT/ T = —2T.

Odaberimo sada pocetnu aproksimaciju o = a, gdje je a # 0 bilo koji broy.
Tada je
r1 = —2a, r9 = 4a, r3 = —8a, r4 = 16a, ...

ili opéenito
rr = (—2)*a.

Ocigledno je da ovaj niz, dobiven po Newtonovoj metodi, divergira. Dakle,
Newtonova metoda u ovom slucaju ne daje rjesenje, cak @ kada pocetnu
aproksimaciju izaberemo po volji blizu tocnom rjesenju gornje jednadzbe.

3.2.2 Brzina konvergencije
Newtonova metoda ima kvadrati¢nu brzinu konvergencije, tj. vrijedi
2
|hpr — 27 < Clag — 2™,

gdje je C neka konstanta. Sada ¢emo to pokazati.
Definiramo gresku ey = x;, — x* i promatramo

flzw) .

R 7 A (56)
_ o Sl enf'(an) — flan)
T ) ) .
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Po definiciji je f(z*) = 01 vrijedi z* = x} — e tako da je

0 = f(a") = flax—ex)
= flar) — enf'(wr) + %eif”(fk)

po Taylorovoj formuli, a to mozemo ovako zapisati

ewf (21) — Fla) = 5646 (57)
Ako uvrstimo (57) u (56) dobivamo

epry = et (wx) — f(xr) _ 162 |:f//(§k)]
+1 f/(xk> 9 k f/(xk) .

Definiramo
 Lmax (&)

2 min f/(zy)
pa gornja relacija prelazi u
|6k+1| < C@i,

odnosno

|Zppr — 2| < Oy — ¥

sto je i trebalo dobiti.

3.2.3 Geometrijska interpretacija

Neka je f € C?%(a,b), f(a)f(b) < 01ineka f” ne mijenja predznak na [a, ).
Tada jednadzba f(z) = 0 ima jedinstveno rjesenje na [a,b]. Uzmimo sada
neku tocku xg i povucimo tangentu u toj tocki na graf funkcije f. Jednadzba
te tangente je

y = f(xo) + (x — z0) ['(w0).
Nadjimo presjek te tangente sa osi z, tj. stavimo y = 0,
0= f(zo) + (z — 20) f'(20)
i oznacimo rjesenje gornje jednadzbe sa xq,
L f(zo)
f'(xo)
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Tako smo odredili prvu aproksimaciju naseg rjeSenja. Ponovimo sada sve to
sa tockom z; pa ¢emo dobiti

y = f(z1) + (x —21)f'(21)
sto nakon nalazenja presjeka ove tangente sa osi x daje

~ fx)
L)

Opcenito, povlacedi tangente u tockama xg, x1, ..., xx i traze¢i njihov presjek
sa osi x dobivamo da je

To =T

f(l’k)

Tk+1 = T — f’(fl?k)’

a ovo je Newtonova metoda. Zato se ova metoda naziva jos i metodom
tangenti.

3.3 Metoda sekante

Neka je f : [a,b] — R takva daje f(a) <0, f(b) > 01ineka f ima jedinstvenu
nul-tocku z* € [a,b], f(z*) = 0. Kroz tocke A(a, f(a)) i B(b, f(b)) povucimo
sekantu AB ¢ija je jednadzba

f(b) = f(a)

y— fla)=———

(x —a).
Odredimo sada presjek te sekante sa osi x i oznacimo tocku presjeka sa
(trebamo rjesiti jednadzbu y = 0),

f(a)

r1=a— ————(b—a).
f(b) = f(a)
Tocku x; mozemo uzeti za prvu aproksimaciju naseg rjesenja z*. Taj postu-
pak mozemo ponoviti. Opcenito, ako smo dobili g = a, x1, ..., xx_1, T} tada
napisemo jednadzbu sekante kroz tocke xp_q i xg,

fzr1) = f(xp)

Tp—1 — Tk

y— flz) =

(x — ).
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Nadjemo sada presjek ove sekante sa osi x (tj. rijesimo jednadzbu y = 0) i
oznacimo tocku presjeka sa xy1,

f (k)

ka—1) - f(!L"k;

Thy1 = Tk — 7 )(xk—l — )

ili

T — Tp1 f(or) — 2pf(Tr-1)
T ) = flae)

Ovo $to smo dobili naziva se metodom sekante. Formula (58) daje nam nacin
kako racunamo aproksimacije po ovoj metodi. Primijetimo da za ovu metodu
moramo imati dvije poc¢etne aproksimacije xq i 7.
Nadi ¢emo sada ocjenu greske za ovu metodu. Iz (58) dobivamo
flan-1) — flaw)
—f(@r) = (@pr1 — 2p) :

Tp—1 — Tk

(58)

Ako na lijevu stranu gornje relacije dodamo f(z*) = 0 dobivamo

() = Flan) = (2 — ) L) = L) (50)

Tp—1 — Tk

Iz teorema srednje vrijednosti imamo da je

f@) = flar) = fE)" —a),
fp-r) = flzr) = f()(xr—1 — ).

Ako gornje dvije relacije uvrstimo u (59) dobivamo

Tt — = M(Ik+1 — ).

NG
Neka je v < |f'(z)] < T, z € [a,b]. Tada je

) r
2" = ap] < — |Try1 — 2]
f)/

sto nam daje ocjenu za gresku metode sekante.

Specijalno, ako je f”(x) > 0, tj. f je konveksna funkcija na [a, b], tada
mozemo jedan kraj segmenta "ucvrstiti”. Npr., ako je f(a) > 0 (f(b) < 0)
tada je niz dobiven po formuli

I 4 C7)
o ’ f(zr) = f(a)
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monotono opadajuéi i ogranicen odozdo (zxy1 < zk, f(xr1) < 0 (dobiva se
iz, uvjeta konveksnosti funkcije)) pa ima limes, z* = klim xy. Ako je f(a) <0

(f(b) > 0) tada je niz dobiven po formuli

f ()
Tpy = T — —————(b— ), To = a, (61)
" f(0) — f(w)
monotono rastuéi i ogranicen je odozgo pa ima limes z* = lim xy,.

k—o00
Primijetimo sljedeée. Kako je f neprekidna funkcija ($to znac¢i da komu-

tira sa limesom) to mozemo prijeéi na limes u (60) da bi dobili

. _ o f")

T e -
sto je ekvivalentno sa f(z*) = 0. Sli¢no se pokaze za (61). I ovdje mozemo
dobiti ocjenu greske
lop —2*| < Clog — x| -
Ova metoda opcéenito je sporija od Newtonove metode, medjutim ona se moze
primijeniti i ako ne znamo derivaciju funkcije f.

3.4 Metoda polovljenja intervala

Neka je f € C(a,b), f(a)f(b) < 01ineka postoji samo jedna nul-tocka funkcije
f na segmentu [a, b].

Stavimo ag = a, by = b i izracunajmo
ag + b()

5
Ako je f(cp) = 0 onda je nadjeno rjesenje z* = ¢y i postupak je gotov. Ako
je f(co) # 0 tada odredimo aq, b; po formulama

Co —

a:{%,wwww—wwmo
"=\ ao, sgnflao) # sgnf(co)

= { g0 somSloo) =omstc
bo, sgnf(bo) # sgnf(co)
gdje je sgn predznak zadane veli¢ine (broja), tj.

+1, akojed>0
sgn(d) =4¢ —1, akojed <0
0, ako jed=0.
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Nije tesko provjeriti da je f(a1)f(b1) < 0 pa je rjesenje z* jednadzbe f(z) =0
iz segmenta [aq, b]. Primijetimo da je duljina zadnjeg segmenta upola manja
od duljine pocetnog segmenta. Tako smo duljinu segmenta unutar kojega
trazimo nasu nul-tocku smanjili za pola. Sada taj postupak nastavljamo
dok ne dodjemo do nekog segmenta [ag,by] C [a,b] takvog da funkcija f u
njegovim krajnjim tockama ponovo ima razlicite predznake, pa racunamo

ay + by
C — 9 .

Ako je f(cr) = 0 onda je nadjeno rjesenje x* = ¢ i postupak je gotov. Ako
je f(ck) # 0 tada odredimo ag,1, bxy1 po formulama

e = { 1 od(an) = oan ()
T s sgnflan) # sgnf (er)

by =1 sgnf(be) = sgnf(cx)
" b, sgnf(br) # sgnf(cy)
Ovaj postupak moze biti beskonacan. Jedina moguénost da on bude konacan
jeste da je rjesenje x* neka od sredisnjih tocaka dobivenih segmenata [ay, by].
Nije tesko vidjeti da vrijedi ocjena za gresku

. b—a
|z* — e < SR
jer u svakom novom koraku smanjujemo duljinu segmenta trazenja rjesenja za
pola (duljina narednog segmenta je polovina duljine prethodnog segmenta).
Jedan kriterij zaustavljanja povise opisanog procesa sastoji se u tome da
unaprijed zadamo toleranciju greske € > 0 i trazimo da je Zb,:—fl < e. Iz zadnje
nejednakosti mozemo izracunati broj iteracija potreban da se dobije rjesenje
sa unaprijed zadanom tocnosc¢u.
Ova metoda je jednostavna, ne zahtjeva poznavanje derivacija i lako se
realizira, ali moze biti veoma spora; preciznije reCeno mnogo je sporija od
npr. Newtonove metode.

3.5 Ubrzavanje konvergencije

Definirat ¢emo prvo red konvergencije nekog niza realnih brojeva. Neka je
() niz realnih brojeva koji konvergira prema z* i definirajmo gresku e, =
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x, — o* za svaki k > 0. Ako postoji pozitivna konstanta A takva da je

tim 901l
k—oo |€k:|

tada kazemo da niz (z;) konvergira prema x* sa redom «.

Neka je sada x* fiksna tocka preslikavanja ¢ i neka je p € C'[a, b], p(x) €
la,b], Vx € [a,b] te postoji derivacija ¢’ na (a,b) uz |¢'(z)| < 5 < 1, Va €
la,b]. Drugim rije¢ima, ¢ zadovoljava uvjete teorema o fiksnoj tocki. Ovdje
dodatno pretpostavljamo da je ¢ € C**1(a,b). Zelimo odrediti kako opada
greska ey = xky1 — 2%, U tu svrhu, razvijmo ¢ u Taylorov red oko z = z*,

erpr = o(xr) —o(x")

1 1
= ¢'(z%)er + 590”@*)6% +ooet+ ﬁw(k)(x*)ez + B,
gdje je
(n+1)
Ek;n — SO (gk) n+1

I DTRAC

a & je izmedju xy 1 x*. Ako pretpostavimo da je ¢'(x) # 0 za sve x € [a, b]
tada za n = 0 dobivamo

.. Ck
ert1 = ¢ (&)er ili —;1 = ¢'(&)-
k
Znamo da je klim rr = x* pa je onda klim & = o*, takodjer. Kako je ¢

neprekidna, po pretpostavci, to je

lim &L — o' (x™).
€k

Pretpostavka ¢'(z*) # 0 znaci da za dovoljno velike k vrijedi ex11 = ¢'(x*)ex,
a takva brzina konvergencije naziva se linearnom brzinom konvergencije.
S druge strane, ako je ¢'(z*) =01 ¢"(z*) # 0 za sve x € [a, b] dobivamo
jaci rezultat
ey (@)
lim —— = .
k—o0 €L 2

Ovo je sada kvadraticna konvergencija.
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Teorem 32 Neka je x* rjesenje jednadzibe x = p(x). Pretpostavimo da je
O(z*) = 014 da je ¢"(x) neprekidna na nekom otvorenom intervalu koji
sadrzi «*. Tada postoji § > 0 takav da za 9 € 1 = [x* —0,2" + J] niz
x = @(xk_1) kvadraticno konvergira ka x*.

Dokaz. Izaberimo 6 > 0 takav daje |¢/'(z)| < f < 1nal = [z* — §, 2" + ]
i da je ¢”(z) neprekidna. Tada su svi clanovi niza (zy) sadrzani u I. Primi-
jenimo Taylorovu formulu prvog reda za x € I,

* * * 1 *
(@) = p(a”) + @' (") (@ = 27) + 59" (€)@ — @ )2,
gdje se ¢ nalazi izmedju z i x*. Uz pretpostavku p(z*) = z* i ¢/(z*) = 0
Imamo

pla) ="+ 5o(E)(a — ")

Za x = wy,

* 1 *
Tpy1 = p(rg) = 2° + 5%0//(&)(% — %),

gdje je & izmedju zy i x*. Zato

) 1
Tpy1 — T = €py1 = 590"(&)6%-

Kako je |¢'(x)] < 8 < 1 na I te ¢ preslikava I na samog sebe, slijedi iz
teorema o fiksnoj tocki da (xy) konvergira ka x*. Kako je & izmedju xy i z*,
za svaki k, to niz (&) konvergira prema z*, takodjer, i vrijedi

1
lim ’e’”;' = =" (z)].

To znaci da je konvergencija kvadraticna. m
Sada ¢emo prouciti Aitkenov A? proces za ubrzavanje konvergencije lin-
earno konvergentnih nizova. Iz linearne konvergencije imamo da je
T8 — Ty T — Ty

~ , k>0,
* *
T" — Ty T — Tk

s time da se aproksimacija poboljsava sto je k veéi. RjeSavanjem ovoga po
x* dobivamo Aitkenov A? proces koji se bazira na pretpostavci da niz (yy)
definiran sa
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2
($k+1 - xk)
Tpyo — 2Tp41 + Tp

Yk = Tk —

konvergira brze prema z* nego li originalni niz (xy).
U terminima operatora konac¢nih diferencija A, koji za nizove djeluje kao
AYi = Y1 — Ui 1 A% = Ypro — 2Ypt1 + Yk, gOrnji niz mozemo zapisati kao

(Azy,)?
AQZ‘k ’

Yk = Tk —

Ocigledno ovdje xy, k11 1 T2 moraju biti poznati.
Ako Aitkenov A? proces primjenimo na iteracije za fiksnu tocku dobivamo
tzv. Steffensenovu metodu.

Algoritam 33 Za naéi fiksnu tocku od p(x) zadajmo pocetnu aproksimaciju
x.

(1) Stavimo i = 0.

(2) Izracunagmo x;v1 = @(x;).

(8) Lzracunajmo x;1o = p(Tit1).

(4) Nova aproksimacija je x;y1 «— x; — (23;)_2.

(5) Zadagmo kriterij zaustavljanja. l

(6) Stavimo i — i+ 1 i vratimo se na (2).

Ova metoda ima kvadraticnu brzinu konvergencije, no to ne¢emo dokazi-
vati.

3.6 Metode veceg reda
3.6.1 Halleyjeva racionalna metoda

Kada smo proucavali Newtonovu metodu vidjeli smo kako se ona moze dobiti
iz Taylorove formule prvog reda. Postavlja se prirodno pitanje moze li se
dobiti slicna metoda (za rjesavanje jednadzbe f(z) = 0) pomoéu Taylorove
formule drugog reda. Odgovor na ovo pitanje dat ¢emo u ovoj i narednoj
podsekciji.

Napisimo prvo Taylorovu formulu drugog reda,

F@) = Flo) + F(an) (@ — o) + % P (@ — o) + R,
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Zanemarimo li ostatak Ry i izjednacimo li ovo sa nulom (f(z) = 0) dobivamo

FGea) + 1)@ = 2a) + 5 ") (& = ) = 0

Napisimo gornju relaciju u obliku
1
flxn) + (x — ) | f'(xn) + éf”(xn)(x —x,)| =0.

Odavde dobivamo

f1(@n) + 5" (@) (2 — 25)

Iz Newtonove metode imamo da je

f(zn) f(zn)
f'(zn) f'(zn)

pa ako to uvrstimo u gornju relaciju (u nazivnik razlomka) dobivamo

f'(an) — %f”(wn) J{/((xz?;))
Qf(xn)f/(xn)
2[f"(x n)] f(@n) " ()

o [2 (@) - f = )" m]

Tr =2, —

T =X, — lix—z,=—

T =T, —

- n

2f(z) f'(zn)

-~ o5 ~spes)

:%_[ 20/l S ]

-7 — f(zn) { _ f(xn)f”(xn)} -
RN REITIEN o
Halleyjeva racionalna formula je onda dana sa
-7 — f(zn) { _ f(xn)f”(an o
I ) [ PP |
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Iz racunskih razloga ona se moze zapisati kao

gdje je .,

0, = f(@n) vy, = / (xn)

f(@n)’ f(@)
Ovdje ¢emo sada bez dokaza dati jedan kriterij odredjivanja reda konvergen-
cije iteracijskog postupka xpi1 = @(x)) za kojeg u limesu dobivamo fiksnu
tocku z*, ¥ = p(x*). Ako je ¢'(z*) = ¢"(z*) = 0, a ¢"'(2*) # 0 onda je
red konvergencije tog niza jednak tri. (Ovo se moze poopéiti za bilo koje
derivacije.)
Iteracijska funkcija u nasem slucaju ima oblik

_ . f@) f(@) (@)
(ID(ZE) =T — / 1 - ’ 2
f'(@) 2[f'(x)]
pa njezinim deriviranjem dva puta i nalazenjem vrijednosti prve i druge
derivacije u tocki x* dobivamo da je ¢'(z*) = ¢"(z*) = 0, a ¢"'(z*) =

1! * 2 111 *
% [J;,((j*)) ] — ’;,((;*)) je opcenito razlicito od nule pa Halleyjeva metoda ima

red konvergencije jednak tri.

3.6.2 Halleyjeva iracionalna metoda

Ponovo polazimo od Taylorove formule drugog reda

$(@) = Flaa) + @)@ = 2a) + 5 0) (@ = 2a)? + Ro

Zanemarimo ostatak Ry pa dobivamo polinom

ple) = Fan) + /(@) — ) + 5" @) — )

Iz jednadzbe p(x) = 0, koju ¢emo rijesiti po  — x,,, dobivamo

—(w) £ @)~ 2f" () f ()
f" ()

r—x, =

94



Sada to prepisemo u oblik (dijelimo sa f’(x,) brojnik i nazivnik u gornjoj

relaciji)
—1i\/1 e fle)
e

Tr— T, =

f’(zn)
Predznak biramo tako da je x,, blizi z-u,

_1 + \/1 _ 2/7(@n)f(zn)

[f’ zn)]

f'($n)
1_ \/1 2f// mn f(zn)

Iz numerickih razloga ovo sada zapisujemo u drugacijem obliku. U tu svrhu
pomnozimo brojnik i nazivnik u gornjoj relaciji sa faktorom

__2f”($n)f(xn)
” \/ TP

i uvazimo elementarnu jednakost

(1-VIi-uw)(1+VIi-u)=u

pa dobivamo
21" (@n)f(zn)
[f' (@n))?

2/ (2n)f (am)
N (H\/1 P @) )

Sto nakon sredjivanja prelazi u

f(w )

T e )
)1+ \/ 1 — Al

T =X, —

=2z, —

Tako smo dobili Halleyjevu iracionalnu formulu

f(:v )

Tn+1 :xn_
2f" (zn f(wn)
1+\/1 e
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Iz racunskih razloga prepisujemo je u sljedeéi oblik
1
1++1—uyv,

Tn41 = Tp — Up

gdje su @) @)
S o
) T e

Ova metoda takodjer ima tre¢i red konvergencije.

3.6.3 JoS neke metode

Mnoge metode za rjesavanje nelinearne jednadzbe f(z) = 0 mogu se dobiti
ako Newtonovu metodu
f(zy)

T =R [ ()

primijenimo na razli¢ite funkcije. Npr., te funkcije mogu biti

f (=)
g\r) = )
= P
u kom slucaju dobivamo
x
Tky1 = Tk — f(f//lzzk) )

Fa) - e 1)

ili

x
g(x) = —f(, )
/(@)
u kom slucaju dobivamo
x
Tky1 = T — f(f//lzzk) )

F'(@k) = opan /()

Sto je zapravo Halleyjeva metoda. Napomenimo da se prva od gornje dvije
metode koristi za nalazenje nul-tocaka bilo koje visestrukosti. Ako znamo
viSestrukost nul-tocke (npr. neka je ona jednaka m) tada koristimo metodu

f(zr)
f(aw)’

Tpr1 = T —M
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koja se moze dobiti iz Newtonove metode uz funkciju
g(z) = f/™(x).
Opcenito mozemo uzeti funkciju
g(x) = e 1@ f(z),

uz pogodno odabranu funkciju a(z). Za tu funkciju Newtonova metoda daje

f(xy)
=T — k=0,1,2, ...
T Pl —ale) f@m) T
Npr., odabir a(x) = ;}l,((z)) daje Halleyjevu metodu.

Spomenimo jos jednom da se red konvergencije neke metode gornjeg tipa
moze odrediti tako da trazimo derivacije iterirajuc¢e funkcije, koja je ovdje

W@
A = e e @)

i onda nalazimo prvu po redu derivaciju koja je razli¢ita od nule u rjesenju
x* jednadzbe f(z) = 0. U nasem sluc¢aju imamo da je

¢'(z*) =0

neox\ f”(.”[}*) B 2a(x*)f’(x*)
90 (l‘ ) - 12 * °
f'(@)
Ocigledno, ako je a(z) kao kod Halleyjeve metode tada je ¢”(z*) = 0 pa
metoda ima red konvergencije jednak tri, Sto smo ve¢ ranije vidjeli.
Na kraju, napomenimo kako postoje i metode jos vecéeg reda, cetiri, pet,
itd. Ovdje ¢emo, samo radi ilustracije, navesti metodu reda cetiri,

f(wr)? = flag) [/ (1) /2
fr(wr)® — flp) [ (o) £ (2n) + f7 (2x) f2(21) /6

Ty = T — f(an)

3.7 Sustavi nelinearnih jednadzbi
3.7.1 Osnovni pojmovi

Neka su f; : R" — R, i = 1,2,...,n, zadane funkcije. Sustav nelinearnih
jednadzbi ima oblik

fl(l'l, ceey In)
fg(l’l, ,$n) = 0
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falz1,.ooyzn) =0

Ako uvedemo vektorske oznake

fi(x) 1
Flz) = f2§9€) = 35‘2
fn() Tn
tada taj sustav mozemo zapisati kao
F(z) = 0.

Prisjetit ¢emo se sada nekoliko bazi¢nih ¢injenica o funkcijama f : R™ —
RiF:R"— R" Kao prvo, derivacija funkcije f je gradijent

o)
f) = Vi = | =

Kazemo da je f neprekidno diferencijabilna u toc¢ki x ako su sve parcijalne
derivacije g—é neprekidne u z. Funkcija f je neprekidno diferencijabilna na
otvorenom skupu D C R"™ ako je f’(z) neprekidna za svaki z € D. Ako je
f D — R neprekidno diferencijabilna na otvorenom i konveksnom skupu

D C R"™ tada za sve x,x + p € D vrijedi

1 z+p
fz+p) = flz) + / (Vf(x + tp).p) di = f(z) + / Vi) (62)

Derivacija funkcije F': R* — R" je Jacobijana

on ... Oh
81‘1 833n
Fla)y=J@)=| : 3
Ofn .. Ofn
ox1 Oxn

Ako je F neprekidno diferencijabilna na otvorenom konveksnom skupu D C
R™ tada za sve x,x + p € D vrijedi

1 T+p
F(x +p)=F(z)+ /0 J(x + tp)pdt = F(x) + / F'(z)dz.
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Ova formula moze se dokazati po komponentama primjenom formule (62).

Promatramo jos i funkcije G : R — R™". Kazemo da je G Lipschitz-
neprekidna funkcija u x ako postoji otvoren skup D C R", x € D i konstanta
v tako da za sve v € D vrijedi

1G(v) = G@) || < 7vllo— =]

(Primijetimo da norme na lijevoj i desnoj strani u gornjoj relaciji nisu iste.)
Ako ova relacija vrijedi za svaki z € D tada je G € Lip,(D).

Lema 34 Neka je F' : R* — R"™ neprekidno diferencijabilna na otvorenom
konveksnom skupu D C R"™, x € D 1 neka je J Lipschitz-neprekidna u x.
Tada za sve x,x +p € D vrijeds

|F@+p) = F(a) = J@)pll < 3 [l

Dokaz. Imamo da je

Tada je
|Fx +p) ~ Fa) ~ Tl
1
< [ W)= 3@ Ipld
1
< o [ leallpl a
2 [ Y 2
= ol [ ede=J 1w
0
|
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3.7.2 Newtonova metoda

Prvo ¢emo opisati kako dolazimo do Newtonove metode za iterativno rjesavanje
nelinearnog sustava jednadzbi. Ako u relaciji

F(x+p) = F(a:)+/x+pJ(z)dz

aproksimiramo integral sa linearnim ¢lanom J(x)p tada je
F(x+p) = F(z) + J(x)p.

Ako ovo izjedna¢imo sa nulom dobivamo

odnosno

Tada je
r+p=x—J Y2)F(z).

k+1

Ako supstituiramo z + p — ¥+, z — 2* tada dobivamo

:L,k—i-l — l’k - J_l(xk)F(l’k)

Ovo je Newtonova metoda za trazenje aproksimativnog rjesenja sustava ne-
linearnih jednadzbi F(x) = 0. (Uocite analogiju sa jednodimenzionalnim
slucajem.) U praksi se ova metoda realizira po sljede¢oj shemi

rijesite J(2*)s* = —F(aF),

stavite "1 = 2F 4 $F.
Definirajmo jos i kuglu u R",
K@ r)={z e R":||2" -z <r}

i prisjetimo se jedne Cinjenice iz linearne algebre koja kaze da ako je norma
matrice I jednaka 1, ||| = 1, i matrica E je takva da je || E|| < 1 tada postoji
(I — E)~t i vrijedi

1

I-E)yY < ——" .
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Iz ovoga lako nalazimo da za nesingularnu matricu A za koju je ||[A~Y(B — A)|| <
1 slijedi da je B nesingularna te da je
IA™]
[A=H(B - A

1B~ <
1 —

Sada smo napravili sve potrebne pripreme da bi mogli dokazati teorem o
konvergenciji Newtonove metode.

Teorem 35 Neka je F': R — R"™ neprekidno diferencijabilna funkcija na
otvorenom konveksnom skupu D C R". Neka postoje x* € R™ ir, 3 > 0 takvi
da je kugla K(z*,r) C D, F(z*) = 0, J ' (z*) postoji uz ||JH(z*)]] < B 1
J € Lip,(K(z*,r)). Tada postoji ¢ > 0 takav da za svaki 2° € K(x*,¢) niz
(z*) generiran sa

o = 2F — TN @M F (M), k=0,1,2, ...
je dobro definiran i konvergira prema x* te zadovoljava ocjenu
* %]]2
|l = || < By [|l=* = 27" (63)

Dokaz. Biramo ¢ > 0 tako da je J(x) nesingularna za svaki x € K (z*,¢).

Neka je
1
e=minq7r, — ». 64
{ 267} (64

Pokazat ¢emo da vrijedi (63) te da je

k+1 %

1 *
v < Lt |

|z
tako da je
" e K (2%, ¢).
No, prvo pokazimo da je J(zg) nesingularna. Iz ||z° — z*|| < &, Lipschit-
zove neprekidnosti od J u z* i (64) dobivamo
| T (%) [J(2%) = J(«)]]|
||J’1(9c*) J(2%) — J(x*)H
By [ — 2

1
< —.
576_2

IAINA

IN
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Tada po ¢injenici koju smo pokazali neposredno prije ovog teorema slijedi da
je J(z°) nesingularna te da vrijedi

3 17" ()]
= 1= [T @) UE) = T@
< 2|77 @) < 26.

|77 (%) (65)

Zato je x' dobro definirano i vrijedi

20 — 2 — J N2 F(2?)
= 2" =" = J(a") [F(2°) — F(2")]

Po (65) i lemi ,

(Rl
< [T [F @) = Fa°) - T2 - 2%
Yol 0|2
< 257t 2|
= Byl =2

Time je (63) dokazana za k = 0. Kako je

1
S_
203~

x*—xOH

to je

1
* 1 * 0
-z || < =|lx" —x
| I<5] I
§to pokazuje da je 1 € K(z*,¢). Time je teorem dokazan za slucaj k = 0.
Opdi slucaj dokazuje se indukcijom. (Zapravo sve je isto kao povise, samo

uradimo zamjene 0 — k, 1 - k+1.) =
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4 Vjezbe
4.1 Zadaci

Zadatak 36 Napisite Hornerov algoritam za racunanje vrijednosti polinoma
u tocki x = a ako je polinom

a) parna funkcija,

b) neparna funkcija.

Zadatak 37 Dokazite da vrijede formule

E:M(:ykl—w B —nt(1 —t+nt),
i(nt —k)? (Z) (1 — )" = nt(1 — t).

k=0

Zadatak 38 Dokazite Cauchyjeve formule

sz (x—x;) = 0,7=1,2,...n,

gdje su p;(x) bazicni interpolacijski polinomi.

Zadatak 39 Napisite kompjuterski program za priblizno racunanje vrijed-
nosti funkcije f(x) pomocéu Lagrangeovog interpolacijskog polinoma.

Zadatak 40 DokaZite da je
Ay, = h" f(€).
Zadatak 41 DokaZite da je

ANETY
nlhn’

flxo;..;zn) =
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Zadatak 42 Dokazite da je

R A9
flzo;..xn] = CFSIk

CVOTOVIMA Ty, T 1, -y . SPECTAINO Stavljamo Ly(x) = f(xr). DokaZite
da vrijedi

Zadatak 44 [zvedite formulu za Newtonov interpolacijski polinom unaprijed
na ekvidistantnoj mrezi cvorova.

Zadatak 45 [zvedite formule

yi _ Y2 — Yo . h_Qf///(g)’

2h 6
r_ 3<y2 - yl) — (yl — yO) h? "

pomocu Lagrangeovog interpolacijskog polinoma Lo(x).

Zadatak 46 Dokazite formule

1 11
Yo = 72 (2yo — d5y1 +4y2 — y3) + EhZf(4)(f),

1 1
vl = 5 (90 = 20+ 32) — (),

1 1
vy = 73 (1 = 292+ ys) = Eh2f(4) ©),

1 11
vy = 75 (=t + 4y — 5y> + 245) + Eth“” ©).

Zadatak 47 [zvedite formulu za kubicni splajn Ss(x).

Zadatak 48 Polazeci od Lagrangeovog interpolacijskog polinoma Ls(x) izvedite
odgovarajuéu Newton-Cotesovu kvadraturnu formulu. (Dobivena kvadraturna
formula nosi naziv ”3/8 Simpsonova formula”.)
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Zadatak 49 DokazZite

Ti + Tit1

<
6 2 — 162

/I Flt)de -2 [f(xi) +4f( )+ f(xm)} ‘ RIS

gdje je po pretpostavci vy < f"(x) < Tg, za x € [x;,xi41] t h = T34 — 25

Zadatak 50 DokazZite

Ti+ Tip1
2

6 1152 7’

/:H f(t)dt — h {f(xi) +4f( )+ f($i+1)} ’ < I's — 78 44

gdje je v3 < f"(x) <T's, za x € [T, x41] 1 h = 21 — ;.

Zadatak 51 Ne koristeci Peanov teorem o jezgri dokaZite da je

Ti+1

/%Hl f(@)do = g |:f(xz) + 4f(%) + f(ZL'wl)} + | K4(x)f(4)(ilj')d$,

gdje je K4(t) Peanova jezgra za Simpsonovo pravilo.

Zadatak 52 Ne koristeci Peanov teorem o jezgri dokaZite da je

Tit1

/%iﬂ f(x)dz = g |:f<$i) + 4f(%) + f(l‘i+1):| t K;(x) f9 (a)da,

gdje su K;(x), j = 1,2,3, odgovarajuce Peanove jezgre za Simpsonovo pravilo
zadane do na predznak.

Zadatak 53 Polazeci od zadataka 49 © 50 nadjite ocjene za gresku u kom-
pozitnom Simpsonovom pravilu.

Zadatak 54 DokazZite teorem 13.

Zadatak 55 Neka su B,(x) Bernoullijevi polinomi. DokaZite da je

Zadatak 56 DokazZite teorem 14.

Zadatak 57 DokazZite teorem 15.
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Zadatak 58 Napisite kompjuterski program za
a) kompozitno pravilo sredisnje tocke,
b) kompozitno trapezno pravilo,
c¢) kompozitno Simpsonovo pravilo.

Zadatak 59 Iskoristite programe iz zadatka 58 za racunanje priblizne vri-

jednosti integrala
/ 3 sin 2z
dz.
o 1+

Zadatak 60 Iskoristite Rolleov teorem da pokaZete kako jednadzba

' +3r+1=0
ima toc¢no jedno riesenje u intervalu (—2,—1).

Zadatak 61 Nadjite segment [a,b] takav da na njemu metoda iteracija za
jednadzbu

1
r=—(2—¢e" +a°
] )
konvergira.
Zadatak 62 Pokazite da su sve Lipschitzove funkcije neprekidne.
Zadatak 63 Dokazite teorem o fiksnoj tocki.

Zadatak 64 Napisite kompjuterski program za rjesavanje jednadzbe iz prim-
jera 27 pomocéu metode iteracija.

Zadatak 65 Napisite kompjuterski program za rjesavanje jednadzbe iz prim-
jera 27 pomocéu Newtonove metode.

Zadatak 66 Dokazite da metoda sekante za konveksne funkcije daje konver-
gentan niz koji konvergira prema rjeSenju jednadzbe f(x) = 0.

Zadatak 67 Napisite kompjuterski program za rjesavanje jednadzbe iz prim-
jera 27

a) pomocu metode sekante,

b) pomocu metode polovljenja intervala.
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Zadatak 68 Uradite usporedbu brzine konvergencije svih metoda za koje ste
napisali kompjuterske programe na promatranom primjeru 27.

Zadatak 69 Rijesite priblizno nelinearne jednadzbe

e+ 27" +2cosx—6 = 0,z€]ll,2],
e —2*+3r—-2 = 0, v€]0,1].

Koristite komgjuterske programe za priblizno nalaZenje rjesenja.
Zadatak 70 PokaZite da je red konvergencije Halleyjeve metode jednak tri.

Zadatak 71 Izvedite formule za sljedece metode

f(l’k)

Thtl = Tk 17 Ger) ’

@) = g f (@)

f ()
f'(w)

Zadatak 72 Napisite kompjuterski program za rjesavanje sustava nelinearnih
jednadzbi pomocu Newtonove metode.

L1 = T — M

Zadatak 73 Pomocu programa iz zadatka 72 rijesite nelinearan sustav

P ray+y -1 = 0
Pyt —r+1 =
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4.2 Upute i rjesenja

Zadatak 36 Ako je polinom parna funkcija tada ga mozemo zapisati kao

n
Py, (x) = Z aspr?k.
k=0
Hornerov algoritam za racunanje vrijednosti tog polinoma u tocki = a onda
ima oblik

bn = Q2pn

2
bnfl = QGop—2ta bn

b1 = a2+a2b2

by = ao+a261

1 Vrijedi Pzn(a> = bo.
Ako je polinom neparna funkcija tada ga mozemo zapisati kao

n n
_ 2Utl 2%k
Popyi(x) = E A2k 1% =z E Aop127".
k=0 k=0

Hornerov algoritam za racunanje vrijednosti tog polinoma u toc¢ki x = a onda
ima oblik

bn = QA2n+1

2
bn—l = Qop—1 ta bn

b1 = das + a2b2
bo = (a1 + a2b1)a
1 Vl"ijedi P2n+1(a) = b().
Zadatak 37 Uputa: derivirajte jednakost (2) po t, a zatim dalje radite

kao kod dokaza formule (2). 1z (2) i (3) neposredno se dobiva (4).
Zadatak 38 Da bi dobili prvu jednakost definirajmo polinom

P(z) = sz(x) -1
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i pretpostavimo da je on razlicit od nule. Oc¢igledno je stupanj polinoma
P(z) manji ili jednak n, jer su svi p;(z) polinomi stupnja jednakog n. S
druge strane,

P(l‘j):Zpi(l“j)—lzzéij—lzl—lzo,
=0 i=0

za sve j = 0,1,...,n, pa taj polinom ima (n 4+ 1)-u nul-tocku. To je u
kontradikciji sa osnovnim teoremom algebre koji kaze da polinom stupnja n

moze imati najvise n nul-tocaka. Dakle, P(z) =0, tj. > p;(x) = 1.
i=0

Za dokaz druge jednakosti prvo dokazimo da je
Zpi(x)xf:a:k, k=1,2,..n. (66)
i=0
U tu svrhu, definirajmo polinom
P(z) = Zpl(a:)xf — "
=0
Ocigledno je stupanj tog polinoma < n. Opet imamo da je

n n
P(‘T]) - sz(l’])l’f _l’? = Zéwxf —x?
1=0 i=0

= af—a2f =0, j=0,12..n

pa iz povise iznesenih razloga zakljucujemo da (66) vrijedi. Sada, po binom-

nom poucku,
j .
(z —z;) = Z <}1) oFal (1)

k=0
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pa iz (66) i gornje relacije dobivamo

= (z—2)=0,7=12,..n.
Zadatak 40 Treba dokazati
Ay, = h" (),

uz mrezu kako je zadana u ranijem tekstu (yx = f(xg), Tr1 = xp + h).
Provjerimo da to vrijedi za n = 1. Po teoremu srednje vrijednosti

Ay = flap + h) — f(zr) = f/(Eh

pa gornja relacija vrijedi za n = 1. Neka je sada n = 2. Definirajmo funkciju
g(x) = f(x+ h) — f(x). Nije tesko provjeriti da je

APy = g(z + h) — gla).
Po teoremu srednje vrijednosti,
g9(xe + h) = g(x) = g'(n)h,

a takodjer je
g =fn+h)—[fn)=r"Eh

Iz gornjih relacija dobivamo
Ayp = g'(n)h = f"(E)n%.

Time je relacija dokazana za n = 2. Op¢i dokaz sada se moze dobiti induk-
cijom uz koristenje povise opisanog postupka za n = 2.

Zadatak 41 Uputa: provjerite jednakost za n = 1,2 pa opéi slucaj
dokazite indukcijom.
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Zadatak 42 Uputa: usporedite ostatke za Lagrangeov i Newtonov inter-
polacijski polinom.
Zadatak 43 Trebamo pokazati da je

L(k’,k’—i—l,...,m,m—&-l)(xj) =Yy, .] = ka k + ]-7 ey M, M+ L.
Najprije pokazimo to za rubne tocke zj i x,,,1. Imamo da je
0 — Lk jet1,...m) (@k) (T — Tpgr)

Lk g1, mmn) (Tr) = =y,
Tm+1 — Tk

jer je Lk k41,..,m) interpolacijski polinom kome je z; jedan ¢vor, te je

I L(lc—i—l,...,m,m—l—l) (merl) (merl - xk)
(k,k+1,...,m,m+1) (xm—l—l) = Lot Th = Um+1,
m+1

jer je Liq1, .. mm+1) interpolacijski polinom kome je x,, 41 jedan cvor.
Za ¢vorove z;, j = k+1,...,m imamo da je

L k1, .mm+1) (75)
L1, .mme1) () (¥5 — Tx) — Lk gt m) () (%) — Tms1)
Tm+1 — Tk
Tj—Tp— Tj+ T

Tm+1 — Tk

Time smo pokazali da L(k,k+1,...,m,m+1)(£€) jeste trazeni interpolacijski poli-
nom.
Zadatak 45 Ranije smo nasdli da je

, 20 — 11 — X9 20 — xg — Ta 20— x9 — T
fo) == - »+

Yo + EQ(IL’)

Derivaciju greske Eb(z) ra¢unamo samo u ¢vornoj tocki z; pa dobivamo

f" (1)) d

E;(l‘l) = T@ [(I - fo)(ﬂv - xl)(x - mQ)]x:xl
_ S(E (@)
= T(Il — o) (21 — 2)
h'2 "
= e,
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S druge strane je

21’1—1’1—1'2 2(131—.’13'0—152 +2IE1—.’L’0—Z’1
onz R 2h?

fl(zy) = Yo + E5(z1).

Tada je

_ h?
r_ y22hy0 Ef”/(g)'

N

Postupak za dobivanje formule

— — — h?
yé _ 3<y2 y1>2h (yl yO) + ?f”/(g)

potpuno je analogan.
Zadatak 46 Napisat ¢emo detaljnu uputu za rjeSavanje ovog zadatka.
Napisite Lagrangeov polinom Lgz(x) za ¢vorove x; = xg +ih, i =0, 1,2, 3,

Nadjite p/(x), i = 0, ..., 3. Napisite gresku (ostatak),

(4)
Es(x) = W3(Z')f2—i§>

i nadjite EY(z;), 1 =0,...,3. Sada je
f(z;) =y = Ly(x;) + B (x;), i =0, ..., 3.

Zadatak 48 Postupak za rjesavanje ovog zadatka potpuno je analogan
postupku dobivanja Simpsonovog pravila, samo $to se umjesto Lagrangeovog
interpolacijskog polinoma Ly (x) ovdje koristi Lagrangeov interpolacijski poli-
nom Ls(x). Na kraju tog postupka dobiva se formula

xr3 h
/ f(z)dr = ] [Yo + 3y1 + 3y2 + us),
zo

gdjejey; = f(x;),i=0,1,2,3, h = z3—x0, 1; = 2o+i%, i = 0, ..., 3. Dobiveno
kvadraturno pravilo nosi naziv 3/8 Simpsonovo pravilo bez ostatka. Ostatak
u tom pravilu je

h5

R(f) = — 55 F (O
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Zadatak 49 Moramo pokazati da je

/xi i1 f(t)dt — % |:f(ffi) + 4f(%) + f(xiﬂ)] ‘ < Klg(FQ ),

gdje je po pretpostavci v, < f"(z) < Ty, za x € [z, xi1] 1 h = x4 — 5

Poci éemo od Peanove jezgre za Simpsonovo pravilo Ks(t) zadane ranije.
Prvo moramo provjeriti da je

Tit1
Tada je zbog gornje relacije
Ti41 Ti+1 F
[ wiorow] - | [ xw[ro-r2 w
l l F Li41
< max |f(1) — 222 /|K2(t)]dt.
t6[$i7$i+1] 2

T

Takodjer nalazimo

Tit1
h3
K(t)|dt = —
[ 1ate)lae = &
i
max f”(t) o Iy + Y2 < [y — Y2
te[mi,mﬂ_l] 2 - 2 '
Zato i zbog
Tit1

Ti+1

o= | o)+ 47 pe| 4 [ s 0t

Ty

T;
imamo da je
Tit1

oyt = [0+ 4F T 4 o] | < e

Ty
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Zadatak 50 Uputa: pogledajte rjesenje prethodnog zadatka.

Zadatak 51 Uputa: uzastopno parcijalno integrirajte [ Ky(z)fD(z)dx.
Zadatak 54 Pokazat ¢emo samo glavni korak u dokazu ovog teorema.

Za gresku imamo

k

Finlf) = ;o(b - “)pﬂﬂp%@-)

b—a\"" 5~ o
= C(T) z::f (&)-

Prijelazom na limes,

k
i " ) = [
=1 a

k—o0 ]{j

— f(p_l)(b) _ f(p_l)(a).

Sad nije tesko kompletirati ¢itav dokaz.

Zadatak 59 Rjesenje: I = 0.6717578646.

Zadatak 63 Teorem o fiksnoj tocki: ako je ¢ : [a,b] — [a,b] kontrakcija
tada niz x; = @(zr_1) konvergira ka jedinstvenoj fiksnoj tocki x* dokazat
¢emo uz pretpostavku da je ¢ neprekidna funkcija.

Prvo éemo pokazati da ¢ ima jedinstvenu fiksnu tocku. Ako je ¢(a) = a
ili p(b) = b tada je ocigledno da fiksna tocka postoji. Pretpostavimo zato da
je p(a) > a i p(b) < b. Definirajmo funkciju h(z) = p(z) — x. Ocigledno
je h neprekidna funkcija na [a,b]. Osim toga je h(a) = ¢(a) —a > 0 i
h(b) = p(b) —b < 0 pa je h(a)h(b) < 0. To znaci da h ima barem jednu nul-
tocku u (a, b). Oznac¢imo tu nul-tocku sa x*. Tada je h(z*) = p(z*) —2* =0
odnosno ¢(z*) = x* i egzistencija fiksne tocke je dokazana. Dokazimo sada
i jedinstvenost. U tu svrhu pretpostavimo da postoji jos jedna fiksna tocka
x** koja je razli¢ita od x*. Po pretpostavci je ¢ kontrakeija (|p(x) — ¢(y)| <
al|r —yl, za o < 1) pa imamo da je

*

2" — 2| = p(2®) — (™) S afa” — 2™ < fa” — 2™

Ovo je kontradikcija koja izlazi iz pretpostavke da je x** fiksna tocka razlicita
od x*. Dakle je x* = 2™ pa je i jedinstvenost dokazana. Preostaje dokazati
da z, = p(xp_1) — z*, kada k — 0o. Imamo da je

| — 27| = (1) — p(a")] < o — 27,
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Tp = 7| = |p(er-2) — (27)| < afog — 2

pa je
|z, — %] < o |zp_g — 27|

Ako nastavimo ovako dobit ¢emo da je
|z, — 2| < aF |zg — 27|
Prijelazom na limes kada k£ — oo u gornjoj relaciji,

lim |2y, — 2*| < |z — 2*|lim o = 0,

jer je 0 < a < 1, sto znaci da xp — ¥, kada k — oo. Time je dokaz zavrSen.
Zadatak 66 Neka je f : [a,b] — R konveksna funkcija. Tada vrijedi

fOz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1 =Nf(y), 2,y € [a,b],

gdje je 0 < XA < 11 f je neprekidna funkcija. Promotrimo sluc¢aj f(a) > 0 i
f(b) < 0, uz jedinstvenu nul-tocku z*. Tada je metoda sekante zadana sa

f(zr)
———=(xp —a), xog=V0. (67)
f(xx) = fla)

Treba pokazati da ona generira konvergentan niz kojemu je limes jednak
¥,

Prvo ¢emo pokazati da je f(xr) < 0 za svaki k. Za xy = b to jeste po
pretpostavci. Pretpostavimo da smo to dokazali za j = 1,2, ..., k. Provjerimo
da li to vrijedi za k + 1. Imamo da je

Tpt1 = Tk —

T = x5 — M(m —a)
i f(l’k) - f(a)
BN PR (S N B (O N
= U e - @) T - @
= Xa+ (1 =Nz,

gdje je ocigledno 0 < \ = % < 1. Tada je
f(@r) < Af(a) + (1= A)f(zx)
f(zy) f(a) n —f(z)f(a)
f(@p) = fla) ~ f(zr) — fla)
= 0.
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Pokazimo sada da je niz (z}) monotono opadajuéi. Imamo

z =T — —f<xk)
T ) - f(a)
jer je Jc(;;&(xk —a)>0.

)—f(a)
Preostaje dokazati da je ograni¢en odozdo. Pokazat ¢emo da je xp > a,

(x —a) < xy,

tj. da je @)
[k
CE T R — @) T
odnosno Fa)
T},
s o) e )
ili
flaw)
Y - @

a to smo vec¢ vidjeli da vrijedi.
Dakle, niz (zj) ima limes z. Treba pokazati da le limz, = z*. Ako u
relaciji (67) prijedjemo na limes, a zbog neprekidnosti funkeije f, dobivamo

sto je ekvivalentno sa f(z) =0 pa je z = z*.
Zadatak 71 Dokazat ¢emo prvu formulu. Ako u Newtonovoj metodi

f(xx)

T =R f'(zr)

odaberemo f(z) — ]{,((”;)) dobivamo
J{((wk))
_ . "(zk
Tl = Tk ™ Pl (e (@)
J'(xk)?
f(zp)

= T — (g .
f!(w) — L7 f ()

Ako u povise napisanu formulu za Newtonovu metodu uvrstimo f(z) —
f(x)Y/™ tada dobivamo da je
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f(l“k;)l/m

e T T = flap)V/m=t f/(a)
T — M f(l'k)
f'an)

Primijetimo da ako je z* nul-toc¢ka kratnosti m za funkciju f(x) onda je
ona nul-tocka kratnosti jedan za funkciju {/|f(x)|.
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