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1 Uvod

Jedan od osnovnih problema numeriCke matematike je rjeSavanje linearnih sustava
jednadzbi. U ovom poglavlju istrazivat éemo metode za rjeSavane kvadratnih sustava
linearnih jednadzbi, tj. sustava s n jednadzbi i n nepoznanica,

A11T1 + Q1202 + +++ + AT + 0+ ATy = by
911 + A99XL9 + + -+ + a2;T + 0+ QopT, = b2

a;1T1 + QppTo + -+ -+ T + o+ apTy, = b

Ap1x1 + QpaTy + -+ Qp T+ - -+ AppTy = by
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Uvod u numericku matematiku
Matrica
A= layl;,_, € R™"

je matrica sustava, a njeni elementi su koeficijenti sustava.
Vektor

b=[b]._, €R"
je vektor desne strane sustava ili vektor slobodnih koeficijenata.
Treba odrediti vektor nepoznanica

x =[z]._, € R"
tako da vrijedi

Ax = b.
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Naravno, Sto se teorije tiCe, rjeSavanje ovakvog sustava je gotovo trivijalan problem,
posebno ako je matrica sustava A regularna, u kojem sluéaju je £ = A~'b. Pri tom
postoje eksplicitne formule za elemente matrice A, kao i za samo rjesenje x. Osim
toga, svima poznata Gaussova metoda eliminacije daje rjeSenje u O (n3) elementranih
operacija, pa imamo i algoritam koji raCuna rjeSenje koristeCi samo jednostavne arit-
metiCke operacije.

U primijenjenoj matematici, posebno u numerickoj linearnoj algebri, situacija je puno
sloZenija. U numerickoj matematici rijeSiti neki problem danas znaci biti u stanju u
konkretnoj situaciji s konkretnim podacima (koristeCi racunalo) brzo do¢i do dovoljno
focne numeriCke aproksimacije rjeSenja. Npr., ako su matrica A i vektor b zapisani
u nekim datotekama na disku, ili su dane neke procedure koje ih generiraju, onda je
zadatak izraCunati numericke vrijednosti komponenata vektora . Danasnja raCunala
su vrlo brza, no osnovna znacCajka moderne numericke matematike su problemi sve
vecih dimenzija.
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Npr. ako je sustav veli¢ine n = 10°, onda Gaussova metoda trazi broj operacija veli¢ine
10'°, pa brzinom rada od oko 10” operacija u sekundi (3to je standard za jednoproce-
sorsko racunalo) dodemo do vremena izvr$avanja od 10° sekunda, $to je viSe od 10
dana.

|z ovoga vidimo da problem koji je u matematickoj praksi posve jednostavan moze u
stvarnoj praksi biti iznimno izazovan. Posebno treba uzeti u obzir i razne greske koje
se generiraju prikazom realnih brojeva i izvodenjem racunskih operacija u racunalu.
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2 Kako u praksi nastaje sustav linearnih jednadzbi

U praksi se rjeSavanje raznih problema svodi na rjesavanje sustava linearnih jednadzbi.
Pogledajmo ovaj primjer s kojim se Cesto susrecemo.

PRIMJER. Zadani su parovi toCaka (z;,;),i =0,1,...,n,gdje suy; = f (z;) izmjerene
vrijednosti funkcije f koju zelimo aproksimirati polinomom p stupnja n. Pretpostavimo
da su svi dani ¢vorovi x; razliciti. Kriterij za odabir polinoma je da u ¢vorovima ima iste
vrijednosti kao funkcija f (tj. da vrijedi p (z;) = f (x;) = v;), a upravo zato i govorimo o
interpolacijskom polinomu. Ako p prikazemo u kanonskom obliku

n
px)=a+ax+- -+ ax" = Zaﬂj’
j=0

onda za naci polimom p treba odrediti koeficijente ay, aq, ..., a,.
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Dakle, treba rijesiti sustav

ap + a1xg+ - - -
apg +aixry + - --

ag + ayx; + - - -

ag + a 1Ty, + - - -

koji se matricno moze zapisati kao

Sustavi linearnih jednadZzbi
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pri Cemu je
1z T} xg_l il [ | 1
1 x; 2% ry ol aj (1
V= 1 x; x?azf‘l A = a; |’ y= Vi
1z, a:% xg—l T, i | Yn |

Matrica VV zove se Vandermondeova matrica. Zahvaljujuc¢i njenom posebnom obliku
moguce je odrediti a = V " ly.
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3 Gaussove eliminacije i trokutaste faktorizacije

Metoda Gaussovih eliminacija je svakako najstariji, najjednostavniji i najpoznatiji algo-
ritam za rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi. Ideja je jednostavna: da bismo rijesili
npr. sustav

21‘1—%‘2 =1
—x1 + 229 = 1

dovoljno je primijetiti da zbog prve jednadzbe vrijedi z; = (1 + x2) /2, pa je drugu jed-
nadzbu moguce pisati kao

1
5 (1‘|—332) + 2x9 =1,

iz Cega lako slijedi o = 11 x; = 1. KaZzemo da smo nepoznanicu z; eliminirali iz
druge jednadzbe. Ovu ideju lako mozemo prosSiriti i na opce n-dimenzionalne sustave,
n > 1, tako da sustavno eliminiramo neke nepoznanice iz nekih jednadzbi. Pokazuje
se da takav algoritam ima zanimljivu strukturu i da ga se moze lako zapisati u termin-
ima matrica. Kvalitativno novi moment nastaje kada kada se sam proces eliminacija
interpretira kao faktorizacija matrice sustava A na umnozak trokutastih matrica.
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3.1 Matricni zapis metode eliminacija
Pogledajmo jedan primjer.
Pretpostavimo da Zelimo rijesiti sustav jednadzbi

br1 + 1o+ 4xg = 19
1021 + 4x9 + 723 = 39
—15x1 + dx9 — 93 = —32.

Ocito je da ako zelimo eliminirati npr. x; iz druge jednadzbe, onda moramo prvu pom-
noziti s —2 (uoCimo da je —2 = —10/5 = —ag1/a11) i pribrojiti drugoj. Ovo mozemo
matricno zapisati kao

1 00 5 1 4 5 1 4]
210 10 4 7(=]10 2 -1/,
0 01| [-155 =9 —155 -9

odnosno
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Analogno, nepoznanicu x1 mozemo eliminirati iz tre¢e jednadzbe ako prvu pomnozimo
s 3 (uoCimo daje 3 = 15/5 = ag1/aq1) i pribrojimo trecoj. U matriCnom zapisu je to dano
S

100l [ 5 1 4] (51 4]
010 0 2 -1 =102 -1},
301 [—-155 —9] 08 3
odnosno
LB A — A2)
Pri tom se mijenja i vektor s desne strane sustava
1 00] [ 19 [ 19 |
210|139 =1|1]|=sY
| 0 0 1] |—32 | —32
(10 0] [ 19 ] (19
010 1| = 11| =089,
130 1| [—32] 125 ]
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12

Uogimo da su matrice L1 i L1 donjetrokutaste. Nakon provedenih transformacija

polazni sustav se svodi na ekvivalentni sustav (sustav s istim rjeSenjem)

br1 + 1o + 4wy =

2332 — X3
81’2 — 3:63

19
1

20.

Analogno, Zelimo li eliminirati x5 iz tre¢e jednadzbe sustava, moramo drugu pomnozZziti

s —4 i pribrojiti treCoj. Matricno to zapisujemo kao

odnosno

Sustavi linearnih jednadZzbi
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Napravimo li i zadnji korak mnozenja vektora desne strane sustava dobijemo

(1 0 0] [19] [19]
01 0f|1]=1]1]=0b®,
0 —4 1] [25 21
pa nam ekvivalentni sustav u matrichom zapisu glasi
51 4] [z] [19]
02 —1 To| = 1
_0 0 7_ _373_ _21_

Odavde lako slijedi rjeSenje sustava

333:21/7:3
vy = (1+x3) /2 =2
r1 — (19—562—4563)/5:1.
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No lako se provjerava da vrijedi

_ _ _ 10
() () () = o
0 0

pa je stoga zbog

ISpunjeno

Sustavi linearnih jednadZzbi
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Dakle, matricu A smo prikazali kao umnozak jedne donjetrokutaste (L) i jedne gorn-
jetrokutaste (A®®) matrice. U ovakvom kontekstu gornjetrokutastu matricu A®) oz-
nacavamo s U, pa piSemo

A=1LU.

Upravo stoga govorimo o LU faktorizaciji. Uogimo da je racunaje inverza matrica L)
jednostavno (samo promjenimo predznak netrivijalnim elementima u donjem trokutu),
a cijeli umnozak se dobije stavljanjem tih elemenata na odgovarajuce pozicije u donjem
trokutu matrice L. Vratimo li se na pocCetni sustav imamo

r=A"'b=(LU) " 'b=U"'L'b
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U terminima matrica A i b sustav iz ovog primjera rijeSen je metodom koja se sastoji
od tri glavna koraka:

1. Matricu A faktoriziramo u oblik A = LU.
2. RjeSavanjem donjetrokutastog sustava Ly = b treba odrediti vektor y = L~!b.

3. Rjesavanjem gornjetrokutastog sustava Uz = y treba odrediti vektor x = U 'y =
Ut (L'b).
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3.2 Rjesavanje trokutastih sustava eliminacijama unaprijed i
unazad

Trokutasti sustavi jednadzbi su najlaksi za rjeSavanje. Pogledajmo jedan primjer di-
menzije n = 4. Neka je

_lll 0 0 O— X1 b1
log lop 0 0| |22 by
Lz = — |2 =
l31 l32 l33 0| |x3 bs
I lao la3 laa| |wa| | b4]

te pretpostavimo da je matrica L regularna. Lako se provjeri da to znadCi [;; # 0, i =
1,2,3,4. Utom slucaju je

Iy = 51/111

Lo = (b2 — l21$1) /l22

L3 = (b3 — 3171 — 132332) /133

Ly = (b4 — Iy — lapxe — 543563) /544-
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ALGORITAM za rjeSavanje linearnog sustava jednadzbi Lz = b s regularnom don-
jetrokutastom matricom L € R"*".

rKT — —

. 1
fori = 2,....n Z-—Z— le:c]

Prebrojimo li operacije u gornjem algoritmu vidimo da imamo n dijeljenja, 1+24- - -4+n =
n (n + 1) /2 mnozenja i isto toliko zbrajanja (i oduzimanja). Dakle, ukupna sloZenost je
O (n?) , $to je bolje od predvidene za n-dimenzionalni sustav linearnih jednadzbi.
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ALGORITAM za rjeSavanje linearnog sustava jednadzbi Ux = b s regularnom gorn-
jetrokutastom matricom U € R"*".

Ty, = —;

. 1 -
forz:n—l,...,l T, = — bi—Zuija:j
Jj=i+1

| u ovom slucaju je ukupna slozenost O (n2) , Sto je bolje od predvidene za n-dimenzionalni
sustav linearnih jednadzbi.
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3.3 LU (LR) faktorizacija

20

Sada nam ostaje prouciti kako izvesti na najbolji moguéi nacin faktorizaciju matrice
A € R"™"™ na umnozak donjetrokutaste i gornjetrokutaste matrice. Problem zelimo

rijesSiti za proizvoljan n, no radi jednostavnosti cemo razmotriti slucaj n = 5. Neka je

a1
a21
A — | a3y
41
as51

a12
a22
a32
42
a52

a13
a23
a33
43
a53

a14
24
34
44
54

a5
a25
a35
45
(55

Sjetimo se da se eliminacija prve nepoznanice iz svih jednadzbi osim prve manifestira
poniStavanjem svih elemenata matrice A u prvom stupcu osim onog na dijagonali. To
moZemo napraviti u jednom potezu definiranjem matrice L) na nacin kao u prethod-

nom primjeru, dakle
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L(l) — —a31/a11

o OO~ O
O O = O O
SO = O O O
_— O O O O

Nakon mnozenja s A dobijemo

a1 a2 13 Q4 Q15|
0 ay ay ay ay
A=A |0 o) of) of) of
0 ay ay) ay al
0 ag) ag) ay) ag)

Primijetimo da je transformaciju A — A") moguce izvesti samo ako je ai; # 0.
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Lako se provjeri da je

1
1 @21/@11
(L(l)) — @31/CL11
a41/a11
a51/a11

O OO~ O
O O = O O
S =R O O O
_— O O O O

tedaiz A= (LW) " AW slijed

air ai2| 1 0] |a1n a2

a21 (92 azi/ay 1] | 0 a%) '
Drugim rijeCima, u prvom koraku dobili smo faktorizaciju vodece 2 x 2 podmatrice od
A. Uvjet za izvod ove faktorizacije bio je a1 # 0.
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UoCimo i da je
ail ai9 1 0 ai; a2 (1)
det = det det =1-ay1a5; .
[am &22] [CL21/6L11 1] [O (1)] H22

OznacCimo sada

ail a2 1
= det — anaéQ).
a21 a2

Pretpostavimo li da je ay # 0, onda je | aélQ) = (, pa su dobro definirane matrice

1 0 00 0] 1 0 000]
0 1 000 o1 000
L? = |0 a32)/a22 Lo0r, (L(Z)) — |0 af/ay) 100
0 a42 /a,22 010 0 ald/ay) 010
0 —aly/aly 00 1] 0 aly/aly) 00 1]
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Vrijedi
(a1 Q12 13 Q14 Q15 |
0ol o) af) o)
AC) 1240 1@ = | 0 0 a%) aéi) a,é?
0 0 ag ay) ay
00 a4 af]
| takoder

1 0 00 0] [an a2 a3 ais ais

as1 /a1 1 000 0 a%) a%) agi) a%)

= |asi/an afy/ay 100| |0 0 al) o) al?
anfan aly/ay 010| |0 0 afé) al) a5125)
Las1/an aélg)/ a%) 001 L0 O aé%) aéi) aé?_
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|z ovoga se vidi da vrijedi

25

(a1 a1 Q13| 1 0 0] | @ a(112> a(lf’)

Qo1 oo oy | = |a21/an ()1 " 0 0 ayy a3 |,
1 1 9

_&31 as9 CL33_ _CL31/(111 39 /&22 1_ 0 0 CLZ())3)

pa ako vrijedi a1 # 01 ay # 0 dobijamo trokutastu faktorizaciju vodecée 3 x 3 podmatrice

od A. Sada stavimo

3 = det

ail aiz2 4ais
a21 Q22 G923

| d31 432 433 ]

=1 -det

aip aiz ais

1) (1
0 ag2) aés)

0 0 af

(1) (2)

Ocito postupak sada mozemo nastaviti ako je ispunjen uvjet az # 0 (odnosno a%) = 0).
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Nakon radunanja L® i L*) dobijemo

AG 1@ AC) — @B @14 =

odnosno
A= LU
1
CL21/G11
= &31/CL11
CL41/CL11
_a51/a11

Sustavi linearnih jednadZzbi

0 0 0
1 0 0
D, (1
a%%;/a% @, @ -
Ay Qo Qyz /Gy 1

D, 1) (2, (2 3), (3
aéz)/ aéz) aé:s)/ aé; aézl)/ an)

o O O

0
0
0
0
1_

ailz ai2

1
aéQ)

o O O O

ai2

1
a;Q)

0
0

ais
1

%

33
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Pri tom je

Lo (1) (1) (00) " (00)

a izvedivost postupka koji je doveo do faktorizacije A = LU ovisila je 0 uvjetima

aj; # 0, a%) # 0, a%) # 0, aﬁ) =+ 0.

Takoder, uoCili smo da su ti uvjeti osigurani ako su determinante glavnih podmatrica
matrice A razliCite od nule. Kod nas je to znacilo uvjete

041:G,117é0, 0427&07 a37é07 @47&0'
Brojeve a1, a;Q, a%), afjﬁ nazivamo pivotnim elementima ili pivotima, a brojeve o,

s, a3, oy Nazivamo glavnim minorama matrice A.
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3.4 Zakljucak i algoritam

Ako je prvih n—1 minora matrice A razli¢ito od nule, onda su i svi pivotni elementi
razlic¢iti od nule i Gaussove eliminacije daju LU faktorizaciju matrice A.

ALGORITAM (U _ A1) — [a@‘”} )

tj

L =1
fork.=1ton—1
begin
forj =k+1ton
begin
= alf
aﬁ) = 0;
end

Sustavi linearnih jednadZzbi
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forj =k+1ton
begin
fori =k+1ton
begin
ag-g) — ag-f_l) — [
end
end

end

Sustavi linearnih jednadZzbi
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Na osnovu prethodnog lako se vidi da vrijedi sljedecCi teorem.

TEOREM. Neka je A € R™" i neka su determinante glavnih podmatrica A (1: k,1: k)
razliCite od nule za k = 1,2,...,n — 1. Tada postoji donjetrokutasta matrica L s jedini-
cama na dijagonali i gornjetrokutasta matrica U tako da vrijedi A = LU. Ako faktor-
izacija A = LU postoji i ako je matrica A regularna, onda je ova faktorizacija jedin-
stvena. Tada je i

1=1

Sustavi linearnih jednadZzbi
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DOKAZ. Dokaz egzistencije preskaCemo jer je iz primjera jasno da se induktivno moze
dokazati za svaki n > 2. Dokazimo jedinstvenost pod navedenim uvjetima.

Pretpostavimo da postoje dvije takve faktorizacije
A=LU=L"U"
Ako je A regularna, onda su regularne i matrice L, U, L', U’, pa vrijedi
L' =u ).
U gornjoj jednakosti imamo jednakost donjetrokutaste i gornjetrokutaste matrice sto

znaci da su obje dijagonalne. Kako i L i L' na dijagonali imaju jedinice, to isto ima i
L=, paje o¢igledno

L' =1,
tojest L=L".TadajeiU=U1N
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NAPOMENA. Primijetimo sljedece: ako je A regularnaiako ima LU faktorizaciju, onda

su nuzno regularne i sve glavne podmatrice A(1:k,1:k)zak =1,2,...,n— 1. To,
naime, slijedi iz Cinjenice

k
det A(L: b, 1:k)=]Jua, k=12...n.
1=1

Sustavi linearnih jednadZzbi
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3.5 LU faktorizacija s pivotiranjem

U prethodnom smo vidjeli da mogucnost provodenja LU faktorizacije direktno ovisi o
tome da li su determinante glavnih podmatrica razliCite od nule. Problem koji se inace
javlja ilustriran je u narednom primjeru.

PRIMJER. Neka je matrica A sustava Az = bdana s
01
A= [1 1] |

Ova matrica je regularna i det A = —1, pa dani sustav ima rjeSenje, no ne i LU faktor-

Izaciju jer pretpostavka
01 o 1 0 U1 U192
11 - l21 1 0 U929

Sustavi linearnih jednadZzbi
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povlaci

L-upn =
1'U12 =
lo1 - U1y =
lo1 - 12 + U =

Ocito iz ovoga slijedi [5; - 0 = 1, Sto je nemoguce.

Sustavi linearnih jednadZzbi
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Lako se vidi da bi ovaj problem zamjenom prve i druge jednadzbe sustava bio uklonjen,
jer matrica

ima jednostavnu LU faktorizaciju L =1, U = A’. Veza izmedu A i A’ dana je matri¢no

S
, |11} {0101
=)= [Lof [11] =74
Matricu P nazivamo matricom permutacije ili jednostavno permutacijom. Njeno djelo-
vanje na matricu A je permutiranje redaka.
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PRIMJER. Neka je matrica A sustava Az = bdana s

G VR
I e i
— o
W O O =

Najveci element u prvom stupcu je na mjestu (3,1), Sto znaCi da prvi pivot mak-
simiziramo ako zamijenimo prvi i treéi redak matrice A. Tu zamjenu realizira per-
mutacija PV, gdje je

O = O O
o O = O
o o o
_ O O O
—= = DD Ot
=~ = =
e N
LW = O O

Sustavi linearnih jednadZzbi



Uvod u numeri¢ku matematiku

Sada definiramo

pa je

Sustavi linearnih jednadZzbi

1 000]
s [~2/5 100

~|-1/5010]"

—1/500 1
5 1 1 0]
M _ mpmg_ |0 3/5 3/56
AT =LEPRA= G 45 1945 1
019/5 4/5 3
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Naredni pivot je maksimiziran permutacijom P? gdje je

1000 5 1 1 0]
@_ V001 ) 4 _ |0 19/5 4/5 3
P o010l T4 0 4/5 19/5 1
0100] 0 3/5 3/5 6]
Sljedeci korak eliminacije glasi
(1 0 00] 5 1 1 0
@_ [0 1 00 @ _ 1@ p@ a1 _ |0 19/5 4/5 3
L 0 —4/19 1 0 , 4 L=PeA 0 0 69/19 7/19
0 —3/19 0 1 0 0 9/19 105/19
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Nastavimo li dalje s permutiranjem redaka dobijemo da je P®) = I, pa je

LB —

o O O

S O = O

0
0
1

v—\OOO

—9/69 1]

Sada primijetimo da je

gde je

Sustavi linearnih jednadZzbi

Y
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0

3
7/19
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Dakle,

Ako stavimo P = P®® P onda vrijedi

10 0 0

01

1 00

0

O M — O
o <
— < —
_5112

I
— o o ™
< o
o o <f
— 0
o — o o
— O O O
o O O H
o O = O

I

N

Sustavi linearnih jednadZzbi
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Dakle imamo,

1 0 0 0]l [p 1 1 0 |
PA— 1/5 1 0 0| |019/5 4/5 3

1/54/19 1 0| [0 0 69/19  7/19

1/53/19 9/69 1| [0 0 0  7182/1311]

MoZemo zakljuciti sljedece:

Za proizvolinu n x n matricu A postoji permutacija P takva da Gaussove eliminacije
daju LU faktorizaciju matrice PA. Pri tome je L donjetrokutasta matrica s jedinicama
na dijagonali, a U je gornjetrokutasta matrica. Permutaciju P mozemo odabrati tako
da su svi elementi matrice L po apsolutnoj vrijednosti najvise jednaki jedinici.

Sustavi linearnih jednadZzbi
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TEOREM. Neka je A € R"*" proizvoljna matrica. Tada postoj permutacija P takva da
Gaussove eliminacije daju LU faktorizaciju PA = LU matrice PA. Matrica L = [l;;] je
donjetrokutasta s jedinicama na dijagonali, a U = [u;;] je gornjetrokutasta matrica. Pri
tome, ako je P umnozak od p inverzija, vrijedi

1=1

Ako su matrice P\¥) odabrane tako da vrijedi

‘ (P(k)A(k_1)> = max

kk 1<5<n

( p(k) A(k—l))

Jk

onda je

max IMNax

= ImMax |l2j‘ = 1.
1<k<n 1<4,5<n

1<i,y<n

(£)
i

U tom slucCaju faktorizaciju PA = LU nazivamo LU faktorizacijom s pivotiranjem
redaka.

Sustavi linearnih jednadZzbi
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4 Numericka svojstva Gaussovih eliminacija

Do sada nismo razmatrali prakticnhe detalje realizacije izvedenih algoritama u racunalu
uz Sto su vezani mnogi problemi, kao npr.:

e racunalo je ogranicen stroj s konacnim memorijskim prostorom,
e ne raspolazemo s cijelim skupom R vec¢ s konacho mnogo brojeva,

e realne brojeve u stvarnosti aproksimiramo racionalnim brojevima.

U razmatranju dogadanja u racunalu prakticno je razdvojiti LU faktorizaciju od rjeSa-
vanja trokutastog sustava, pa ¢emo tako i naprauviti.

Sustavi linearnih jednadZzbi
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4.1 Vaznost pivotiranja

Prije nego Sto nastavimo naglasimo da je za spremanje elemenata matrice A u mem-
oriji raGunala potrebno izdvojiti n? memorijskih lokacija. No zbog posebnog oblika ma-
trica L i U za njih obje zajedno je takoder potrebno n? memorijskih lokacija, dakle
onoliko koliko i za samu matricu A. Ako paZljivo promatramo proces racunanja LU
faktorizacije uoCavamo da ga mozemo izvesti tako da matrica U ostane zapisana u
gornjem trokutu matrice A, a strogo donji trokut matrice L u strogo donjem trokutu ma-
trice A (jedinice na dijagonali nije potrebno pamtiti!). Sve matrice A% K =1,...,n—1
pohranjujemo na istom n x n polju koje u po&etku sadrzi matricu A?) = A. Zapis algo-
ritma za faktorizaciju time postaje joS jednostavniji.

Sustavi linearnih jednadZzbi
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ALGORITAM
fork=1ton —1
begin
forj=FkF+1ton
begin
Aj = Cljk/&kk;
end
forj=kF+1ton
begin
forr=LKk+1ton
begin
Aij = QAi5 — Qi ALy,
end
end
end

Sustavi linearnih jednadZzbi
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PRIMJER. Neka je a mali parametar i neka je matrica A definirana s

a 1
A= [1 1] .
U egzaktnom raCcunanju imamo

A= [(f ﬂ N [1/104 (1)] [(g 1—11/a] = LU

Pretpostavimo da ovaj racun provodimo na racunalu u aritmetici s 8 decimalnih zna-
menki, tj. da je strojna preciznost ¢ ~ 107°. Neka je |a| < ¢, recimo a = 1071, Vrijedi

Iy ==10a=Ilx(l+e), |a|<ec
ﬂn:’un
ﬂ12=U12

aok.

Uy = 1610a 2" —-10a.

Cini se da su sve nastale greke male, no poku$amo li egzaktno rijesiti problem vidjet
¢emo da nije sve kako treba.

Sustavi linearnih jednadZzbi
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Imamo
~~ 1 0l a1 a 1
LU = 1oa 1 [O —1@04]_[1 O]
o 1 0 0

Primijetimo da 0 A ne mozemo smatrati malom perturbacijom matrice A! Naime, jedan
od najvecih elemenata matrice A, as = 1, je promijenjen u nulu. Ako bismo koristeci
ovakvu faktorizaciju nastavili traziti rieSenje dobili bismo

)= )

dok je egzaktno rjesenje

Sustavi linearnih jednadZzbi
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Vidimo da do potpuno krivog rjesenja nije doslo zbog akumuliranja velikog broja gresaka
zaokruzivanja. Problem je u samo jednoj aritmetickoj operaciji (raunaje us2) koja je u
stvari izvrSena jako tocno i s vrlo malom greSkom zaokruzivanja. Odgovor lezi u Cin-
jenici da je pivot « vrlo malen! Pogledajmo Sto bi se dogodilo da smo proveli pivotiranje.

wepan P[]

, frolft 1]
A_[cvlll()l—oz]_LU

Sustavi linearnih jednadZzbi
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Dakle, imamo

~~ 1 1] 111 [oo] ., ., , ,
N O N TR OO

| umnozak

~| |5 1 1
21[0]= 0] 14

je po elementima istog reda veli€ine kao i | A’| (| M | poznaCava matricu kojoj su elementi
aposlutne vrijednosti elemenata matrice M).

Dakle, pivotiranje redaka, koje osigurava da u matrici L svi elementi po apsolutnoj
vrijednosti budu najviSe jednaki jedinici, pridonosi numerickoj stabilnosti. Naime, tada

su i svi elementi matrice ‘L‘ maniji ili jednaki jedan, pa veliCina elemenata umnoska

‘Z. ’(7. bitno ovisi 0 elementima matrice ‘(7 . a ovi su, pak, dobiveni iz matrica A®).

Sustavi linearnih jednadZzbi
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TEOREM. Neka je LU faktorizacija n x n matrice A izracunata s pivotiranjem redaka
u aritmetici s preciznoScu ¢ i neka su matrice L i U dobivene aproksimacije matrica L i
U. Ako je pri tome koriStena permutacija P, onda je

2ne

LU = A Al <
LU= P(A+34), |54] < =

PT ‘Z‘ ‘(7‘ .

PROPOZICIJA. Ako LU faktorizaciju racunamo s pivotiranjem redaka u aritmetici s
maksimalnom greskom zaokruzivanja <, onda je

~(F)
p= <2 (14,

IMaX; jk &; ;

gdje je A% = [a@(f)}’ a Ah) = [5@} strojno izradunata A,

L

Sustavi linearnih jednadZzbi
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4.2 Analiza numerickog rjesenja trokutastog sustava

PROPOZICIJA. Neka je 1" donjetrokutasta (gornjetrokutasta) matrica reda n i neka
je sustav T'v = d rijeSen supstitucijama unaprijed (unazad). Ako je v rjeSenje do-
biveno primjenom aritmetike racunala s preciznoScCu e, onda postoji donjetrokutasta
(gornjetrokutasta) matrica 07" takva da vrijedi

(T +6T)v =d,
gdje je

6T <y|T], 0<n<——

1 —ne

Zakljucak ove propozicije je vrlo vazan: izracunato rjeSenje zadovoljava trokutasti sus-
tav s matricom koeficijenata koja se po elementima malo razlikuje od zadane. Npr.
radimo li s preciznoScu ¢ = 1078 i ako je n = 1000, ‘onda izracunato rjesenje v zadovol-
java jednadzbu T'v = d, gdje se elementi matrice T i T poklapaju na barem 5 decimala
(od osam mogucih).

Sustavi linearnih jednadZzbi
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4.3 Tocnost izracunatog rjeSenja sustava

Sada ¢emo ocijeniti koliko tocno mozemo na racunalu rijesiti linearni sustav Az = b
u kojem smo izracunali LU faktorizaciju PA = LU i supstitucijama naprijed i nazad
izracunali rjeSenje

z=U"(L"(Pb).

Kao $to smo vidjeli u prethodnom, numericku analizu mozemo provesti bez pivotiranja
jer mozemo pretpostaviti da smo permutaciju odmah primijenili na polazne podatke.
Dakle, radi jednostavnosti formula pretpostavimo da su na matrice A i b ve¢ primijen-
jene zamjene redaka, tako da su formule jednostavno

A=LU

z=U"(L"D).

Sustavi linearnih jednadZzbi
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Nekasu LiU strojno izraCunate matrice, pri cemu je
LU = A+ 6A.
Prema prethodnoj propoziciji za izraCunato rjeSenje 5 sustava Zy = b vrijedi

(L+5L) _p, ‘5L| <

1 —ne
a na isti nacin za rjeSenje sustava Uz = y vrijedi
(0+40)& =35, o0} < = |0],
Dakle,
(L+0L) (T +00) @ =0,
to jest

(A+0A+E)Z=b, E=LéU+6LU +8LéU.

Sustavi linearnih jednadZzbi
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Time smo dokazali sljedeci teorem.

TEOREM. Neka je x rjeSenje regularnog n x n sustava Axz = b dobiveno Gaussovim
eliminacijama s pivotiranjem redaka u aritmetici s preciznoS¢u ¢ takvom da je 2ne < 1.
Tada postoji perturbacija AA matrice A za koju vrijedi

(A+AA)x = b,
pri cemu je

ne

aap< 2 prlE (o]
| ‘_1—2715 v

Sustavi linearnih jednadZzbi
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DOKAZ. Znamo da vrijedi
AA=6A+PT'E=6A+ PTLSU + PTSLU + PTSLSU,

pa je
IAA| < [5A] + PT (Z. )5(7‘ + PT ‘55. Iﬁ. + P7 ‘52‘ ‘5(’7. |
gdje je
9 o~
SA| < —1° PT‘LHU,
1 — 2ne
50| < = |7,
1 —ne
‘5(7 < " (7‘.
1 —ne

Dakle, imamo

9 9 2 ]~
A< [ 2 (L PT)L| |U|
1 —2ne 1 —ne 1 —ne

Sustavi linearnih jednadZzbi
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Kako je

2ne 2ne
0 < <

~—1—ne — 1—=2ne’

a zbog 0 < 2ne < 1 (iz Cega je posebno 0 < ne < 1) je takoder

ne \° (ne)? (ne)? ne
0< = < < :
1 —ne 1 —2ne+mn2%? — 1 —2ne — 1 —2ne
Odmabh slijedi
2 2 ~| | ~
AA| < ne N ne N ne _PT)L|P7)
1—2ne 1 —2ne 1—2ne
5 [~
_ e PT‘LHU‘ m
1 — 2ne

Sustavi linearnih jednadZzbi
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5 Faktorizacija Choleskog

Kazemo da je simetricna n x n matrica pozitivno definitna ako za sve ¢ € R" razliCite
od 0 vrijedi

z! Az > 0.
Uzmemo li npr. da je « = ¢; (i-ti stupac jediniCne matrice reda n), onda je
el Ae; = a;; > 0,
Sto znaci da su dijagonalni elementi pozitivho definitne matrice nuzno pozitivni. Nadalje,
ako je S bilo koja regularna matricai x # 0,onda je i y = Sx # 0 i vrijedi
z’ (STAS)z = (Sz)' A(Sz) =y Ay > 0,
iz Cega slijedi da je i ST AS pozitivno definitna matrica.

No zasto je nama vazan pojam pozitivne definitnosti matrice? Pokazuje se da pozi-
tivna definitnost matrice sustava osigurava egzistenciju LU faktorizacije bez pivotiranja.
Pogledajmo kako.

Sustavi linearnih jednadZzbi
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Ako pozitivno definitnu matricu A razdijelimo u blokmatrice tako da je

T
. [an GJA] A eRODX0-D) g e g

a A
onda je a;; > 01 prvi korak eliminacija je
1 0! a1 a’ _|an a’
—Lal,||la A| |0 A—-2Laad”|"

ail

Sada primijetimo da vrijedi i

[ 1 OT _CL11 CLT_ _1 —aLHCLT
1 A
__a_lla' [n—l_ i a A_ _0 [n—l
- . T
1 OT ail CLT 1 OT ]
— 1 A 1
i ana’ [n—l_ | a A_ i Clna ]n—l
B ail OT
0 — Laa®
- ar

Sustavi linearnih jednadZzbi
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Vidimo da je novodobivena matrica oblika STAS pa je sigurno pozitivno definitna.
|z ovog se lako dobije | da je matrica A-— aa pozitivho definitna, dakle je i njen
prvi element na glavnoj dijagonali pozitivan, sto znacCi da se potupak eliminacija moze
nastaviti na isti nacin. Time je dokazana egzistencija faktorizacije matrice A u oblik
RTR, gdje je matrica R gornjetrokutasta. Ovakvu faktorizaciju A = RT R nazivamo
faktorizacijom Choleskog ili trokutastom faktorizacijom pozitivno definitne matrice.
Elemente matrice R moZemo izraCunati jednostavnim nizom formula. Raspisivanjem
faktorizacije po komponentama

’]"11 O o o o .« o o O ”"11 7"12 o o o .« o o fr']_n
12 T99 0 0 0 7929 0 Ton
A=R'R=1|: : - L
0 5 5 e Tpn—1n—1 Thn—1n
| Tin T2n = Tn—1n Tan| | 0 0 --- 0 Tnn

lako dobijemo

i
ajj = E TkiTkj, 1< ]
k=1

Sustavi linearnih jednadZzbi
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|z prethodnog direktno slijedi algoritam za racunanje faktorizacije Choleskog pozitivho
definitne matrice A € R"*".

ALGORITAM
11 = /a1,

o1 = a12/7”11;
for:=2ton
begin

_ =1 2.
Tii = A/ Qii — 2 k=1 "k

forj=i+1ton
begin
Tij — (aij — k 1Tkz7°k]) /TZZ
end

end

Sustavi linearnih jednadZzbi
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Promotrimo li kvadratni sustav linearnih jednadzbi u kojem je matrica sustava Ax = b

pozitivno definitna i A = R! R njena trokutasta faktorizacija, onda rje$enje sustava
z—=A"'b=(R'R) 'b=R'(R") b

mozemo dobiti y tako da prvo nademo rjedenje y sustava R’y = b, a zatim jos$ rijeSimo

sustav Rx = y. Kako je R gornjetrokutasta matrica, cijeli postupak je vrio jednostavan

(pogledati u prethodnom kako se rjeSavaju trokutasti sustavi!).

Nas sljededi cilj je ispitati numericka svojstva takvog postupka ako se njegove operacije
izvode na racunalu u aritmetici s preciznoScu . Podsjetimo se da treba izvesti sljedece
postupke:

e trokutastu faktorizaciju A = R’ R;

e supstitucije unaprijed za rje$avanje sustava R’y = b;

e supstitucije unazad za rjeSavanje sustava Rx = .

Sustavi linearnih jednadZzbi
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Ako je x izraCunata aproksimacija to¢nog rjeSenja sustava Ax = b, Sto mozemo reci
o £? Znamo da provodeci racun u racunalu u aritmetici s preciznoS¢u ¢ dobivamo
priblizni rastav perturbirane matrice A, tj. znamo da vrijedi

R'R=A+0A
Dalje rjeSavamo dva trokutasta sustava ﬁTy = biRx = y za koja ponovno dobivamo
tek priblizna rieSenja z i y. Prema jednoj od prethodnih propozicija postoje gornjetroku-
taste matrice §, R i 0o R takve da vrijedi
~ T _ ~ -~
(R+51R) y = b, (R+(52R> T =1,
pri cemu je

. gdiejen < ——

b <

— ne’

Sustavi linearnih jednadZzbi
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|z ovoga dobijemo sljedece

(}§+ 511§)T’g _ (§+ 51§)T (}§+ 52}“3“) Z—b

to jest
T . ANT ~ AT  ~\ _
(R R+ RT6,R + (51}%) R+ (513) 52R> Z—b
Oznacimo i
~r = N1 N\ T ~
E = RT6,R + (513) R+ (513) 5,1,
imamo
(ETE + E) T =b
pri cemu je

~1T | ~
Bl < 2+ |R| |R].

Sustavi linearnih jednadZzbi
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Dakle, mozemo zakljuciti da dobiveno rjeSenje x zadovoljava sustav
(ﬁﬁ+ED§:Q

u kojem je E po elementima mala perturbacija priblizne matrice sustava A= RTR. Pri
tom vrijedi sljedeca veza izmedu izraCunatog rjeSenja i polaznog sustava:

(A+ F)x=b F=0A+FE.

Matrice pogreSke 0 A i E ocijenjene su po elementima dovoljno malim ogradama, pa
je dobivena matrica A + I "blizu" matrice A (da smo npr. nakon faktorizacije sustave
rieSavali egzaktno, imali bismo F' = § A). No ovi zakljuéci nisu zadovoljavajuci! Naime,
tijekom ovog postupka izgubili smo simetrichost matrice sustava A jer matrica £, a
time ni matrica F', op€enito ne mora biti simetricha. Simetrija matrice A je najcesce
posljedica strukture problema kojeg opisujemo linearnim sustavom Rx = b, pa nam je
vazno da je izracunato rijeSenje x rjeSenje bliskog problema s istom strukturom.

Sustavi linearnih jednadZzbi



Uvod u numeri¢ku matematiku 65

To nas vodi do sljedecCeg problema: ako je (A+ F')x = b, postoji li simetriCha per-
turbacija AA za koju postoje dovoljno dobre ocjene, a takva da je (A+ AA)x = b?
Naredni teorem daje potvrdan odgovor na to pitanje.

TEOREM. Neka je (A + F') z = b, gdje je A pozitivno definitna matrica, te neka vrijedi

max 7| <&
1,] A /a,z-z-ajj o
Tada postoji simetricna perturbacija AA takva da je (A + AA) z = b. Pritome je
Aa;; Aa;:
maxl il <&, max‘ aj‘g(Qn—l){'.
i) /@il Ly

ZAKLJUCAK. Pozitivno definitne sustave moZemo na ragunalu rijesiti s pogreskom
koja je ekvivalentna malim promjenama koeficijenata u matrici sustava, a da se pri
tom ocCuva struktura polaznog problema (simetrija).

Sustavi linearnih jednadZzbi
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DOKAZ. (Skica) Primijetimo da perturbacija A A mora zadovoljavati jednadzbu AAx =
F'z koja daje n uvjetazan (n + 1) /2 stupnjeva slobode u A A (zbog uvjeta simetri¢nosti).
Stavimo

D = diag (@)?:1
| promotrimo skalirani sustav
D' (A+F)D'Dz=D""'b
koji ¢emo zapisati u obliku
(As+F)z=D"'b, A;=D'AD™', F,=D'FD' 2z=Dz.
Neka je permutacija P takva da vektor z = P’z zadovoljava
21| < |z < -0 <z

(tj. permutacija P je takva da komponente vektora poslozi u rastu¢em poretku). UoCimo
i da vrijedi PP! = I. Gornji sustav zapisemo u ekvivalentnom obliku

PY (A, + F,) PPz =P (A, + F,)Pz=P' "D 'b.

Sustavi linearnih jednadZzbi
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Ponovno uvedemo krace oznake
A, =PlA P F._=P'FpP
S,p S 9 S,p 9
pa sustav mozemo zapisati u obliku
~ T y—1
(Asp+ Fsp)z=P Db
Konstruirat ¢emo simetricnu matricu M za koju vrijedi
Mz = FS,pAz’.
Definiramo

M — (FS,p)Z‘ja Z<j
1) (Fsp)ji’ ]<’l/ )

dok dijagonalne elemente m;;, + =1, ..., n, odredimo tako da vrijedi

miiz; + Z mz’jzj — (FS,p>m‘ Zi + Z <F37p>ij gj
i#j 7]

Sustavi linearnih jednadZzbi
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Za ovako definiranu simetricnu matricu M pokazuje se da vrijedi
(As, + M)z =P'D b,

ili ekvivalentno
(A;p+ PMP") z=D""b.

Pri tome je
T
max | (PMPT), | < ¢
max’(PMPT)Z.Z.’ < (2n—1)¢.

Skaliranjem sustava (unatrag) dobijemo da za simetri¢nu perturbaciju AA = D (PMP") D
vrijedi

(A+AA)E = b
H

Sustavi linearnih jednadZzbi
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6 Iterativhe metode

U prethodnom smo vidjeli da se rjeSenje linearnog sustava Ax = b opcenito ne moze
izraCunati potpuno to€no: najceS¢e dobivamo rjeSenje x koje zadovoljava sustav

(A+d6A)z=1»

blizak polaznom sustavu. Dakle, Gaussove eliminacije ne garantiraju idealnu tocnost.

Osim toga, u praksi moramo biti svjesni da je racunalo ograniCeno ne samo po pi-
tanju numericke tocnosti, vec i raspolozZivim vremenom i memorijom. U primijenjenoj
matematici najceSce se javljaju sustavi velikih dimenzija (n > 105) kod kojih je proces
Gaussovih eliminacija iz viSe razloga praktiCki neprovediv. Npr. spremanje matrice
sustava s n = 10° nepoznanica zahtijeva 10 memorijskih lokacija, pa ve¢ i to moze
predstavljati poteSkocu. No vazno je istaknuti da su matrice takvih sustava Cesto ri-
jetko popunjene (ij. velika vecCina elemenata im je jednaka nuli, a elementi koji nisu
nula su obicno pravilno rasporedeni).

Sustavi linearnih jednadZzbi
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Rijetko popunjena matrica po blokovima mozZze izgledati npr. ovako (praznine su blokovi

nula):

Kada je matrica velika i gusto popunjena ono sto preostaje jest ucCitavanje djelova ma-

trice iz vanjske u radnu memoriju.

Sustavi linearnih jednadZzbi
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No ponekad je poznat nacin na koji se generiraju elementi matrice A, pa nas zanima
kako postupiti u takvom slucaju pod uvjetom da ne traZzimo egzaktno rjeSenje x, vec
dovoljno dobru aproksimaciju . Stoga ima smisla konstruirati niz z(?, (), ... 2"
vektora iz R"” sa sljedeéim svojstvima:

g o e

e za svaki k € N, formula za racunanje z¥) je jednostavna;
o z¥) tezi prema z = A~'b za neki k (obitno je takav k << n).

Kako to¢no konstruirati takav niz ovisit ¢e o konkretnom problemu kojeg rjeSavamo.

Sustavi linearnih jednadZzbi
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6.1 Jacobijeva metoda

Jacobijeva metoda je jedna od najjednostavnijih klasicnih iterativnin metoda za rjeSa-
vanje linearnih sustava. ldeju same metode ilustrirat ¢emo na jednostavnom primjeru
2 X 2 sustava.

Neka je dan sustav

1171 + 1979 = by
(911 + Aoy = by,

pri Cemu je a1 # 01 ase # 0. UoCimo da rjeSenje x zadovoljava uvjete

1
xrKy = — (51 — a12332)
ai
1
Xy = — (52 — CL21£U1) .
a22

T
Te nas relacije motiviraju da neku pribliznu vrijednost riesenja ¥ = {x(o) (0)} kori-
giramo pomocu formula

Sustavi linearnih jednadZzbi
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1
Zlfgl) = — (bl — Cblgilféo)>
a1

1
Igl) = — (bg — a21x§0)> .

a9

Naravno, nadamo se da je ! bolja aproksimacija egzaktnog rieSenja = nego z.
Postupak moZzemo nastaviti tako da pomoc¢u z!) izradunamo na isti naéin = itd. Pi-
tanje je pod kojim uvjetima tako dobivene iteracije teze prema rjeSenju x?

UocCimo da vrijedi

Jfglﬁ_l) . [1/&11 0 ] [b1] _I_[ 0 —CL12] CCgk)
xékﬂ) 0 1/ax ba —ag; 0 a;ék) '

Sustavi linearnih jednadZzbi
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Dakle, ako stavimo

A:D—N, D— a1 0 | N — 0 —a12 |
0 ago —ag; 0

mozemo jednostavno pisati
2 = D7 (b+ Na) = D' Na® + D'

Upravo ovom relacijom definirana je Jacobijeva iterativha metoda.

Sustavi linearnih jednadZzbi
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PRIMJER. Neka je

75

2 0.1 19.9
A_[—O.l 2]’ b:[—?)]'

r=A"1b= [iOl] .

Lako se provjeri da je

Za pocetnu iteraciju uzmimo vektor

_ 1/2 0 19.9 9.49999999999999
== [ ] [55] =[RS

Nas izbor je rezultat jednostavne ideje da matricu A aproksimiramo matricom D jer su

joj elementi na dijagonali veci od izvandijagonalnih. Ovo je gruba aproksimacija, no
ima smisla.

Sustavi linearnih jednadZzbi
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lteriranjem dobijemo

) _ 1.000000015625000e + 001
| —1.000000015625000e + 000 ’

dok je relativha greska
ex = o= 2| /sl

jednaka
e; = 1.562499996055067e — 007.

Lako se vidi da je

) = g+l _ x = DTIN (w(k) — :13) = D 'Ne™, ke N,.

Naravno, isto se moze napraviti i za veCe sustave pod analognim uvjetima na koefici-
n
jente matrice A (H | Gii =+ O) .

1=

Sustavi linearnih jednadZzbi
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|z relacije
e = D7INe® ke N,,

lako se dobije

elr) = (D_lN)k e keN,

gdje je e¥ = z(9 —g. Uzimanjem proizvoljne vektorske i odgovaraju¢e matri¢ne norme
dobivamo

[« < w7 fle] < o we])

Iz ove relacije zakljutujemo da ce || e!¥)|| teZiti k nuli kada k — oo za svaki pocetni =
ako || D' N||" tezi k nuli kada k — oco. Npr., ako je |[D™'N|| < 1, onda || D"'N||" tezi
k nuli kada k& — oco. No ako HD‘lNHZC ne teZi k nuli kada k¥ — oo ne moZzemo izvesti

zakljucak o konvergenciji.
|z ovih argumenata lako slijede dvije naredne propozicije.

Sustavi linearnih jednadZzbi
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PROPOZICIJA. Ako je u rastavu A = D — N u nekoj matriCnoj normi ispunjeno
[N <1
onda za svaku pocetnu iteraciju ¥ niz
20+ — p1 (b+ N:n(k)> . keN,
konvergira rjieSenju « sustava Ax = b.

PROPOZICIJA. Ako je matrica A dijagonalno dominantna u smislu da je

n
‘CLZ'Z‘|> Z |CLZ']'|, 1=1,...,n,

j=1, ji

onda za svaku pocetnu iteraciju ¥ niz
g+ = p~1 (b+ Nm(k)) . ke Ny,

konvergira rjieSenju x sustava Ax = b.

Sustavi linearnih jednadZzbi
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6.2 Gauss-Seidelova metoda
(1) (1)

Vidjeli smo da se u primjeru danom za Jacobijevu metodu z; " i 3 racunaju neovisno

, . . . . . 1 . .y . v .
omocu x(o) | x(o). No imalo bi smisla u formuli za :c( ) koristiti upravo izracunatu vri-
1 2 2

jednost x§1> jer je ona vjerojatno bolja od x§0>. Opcenito, Jacobijevu formulu za iteraciju
modificiramo tako da prilikom racdunanja svake komponente vektora z**!) koristimo

najsvjezije izracunate vrijednosti. Npr. u sluCaju n = 4 imali bismo

xgkﬂ) = &%1 (bl — a125€gk) — @135’3ék) — @14554(1k>)

x;kﬂ) = %22 (52 — &21$§k+1) — a235€§,k) - a24$£1k))
gyt = %33 (53 —agz\"Y — agait - CLSMT))
~73z(1k+1) _ ﬁ (b4 _ a41$§k+1) B &ngkﬂ) B a43x§k+1>) |

Sustavi linearnih jednadZzbi
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U opc¢enitom slucaju imali bismo

1—1 n

k+1) 1 | (k1) (k)
= L - Sl - 3

j=1 j=i+1

No vratimo se primjeru n = 4. Stavimo |i

(a; 0 0 0] (0 a1z a3 ay

~ |a2r azx 0 O {0 0 ag axn
L= as; asp asz 0 |’ U= 0 0 0 az
| (41 Qg2 Q43 Gyq | 00 0 0]

vrijedi A = L —U, pa uz uvjet regularnosti matrice L Gauss-Seidelovu metodu mozemo
zapisati kao

g+ — -1 (b+ U:I:(k>) . keN,
a kao i u analizi Jacobijeve metode imamo

elh) = (L_lU)k e(O), ke N.

Sustavi linearnih jednadZzbi
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PROPOZICIJA. Ako je matrica A pozitivho definitha, onda za svaku pocetnu iteraciju
0) ni
x'”) niz

LU+ — -1 (b+ Ua;“f)) kel
konvergira rjieSenju x sustava Ax = b.

Uocimo da su Jacobijeva i Gauss-Seidelova metoda vrlo sliche: matrica sustava A se
zapiSe u obliku A = M — S, gdje je M regularna matrica, a iteracije su dane formulom

20+ — A (b+ Sa;“f)) . keN,

Pri tom je matrica M odabrana tako da ju je lako invertirati (u slucaju M = D je di-
jagonalna, a u sluCaju M = L je donjetrokutasta). Konvergencija prema rjeSenju je
za proizvoljan odabir pogetne iteracije z'*) osigurana ako je ||[M~'S|| < 1 za neku
matri€nu normu ||-|| . Vidjeli smo da ¢e u slu€aju Jacobijeve metode to sigurno biti is-

punjeno ako je A dijagonalno dominantna, a u slu€aju Gauss-Seidelove metode ako je
A pozitivno definitna.

Sustavi linearnih jednadZzbi



