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1 Opcenito o iterativhim metodama za rjeSavanje
nelinearnih jednadzbi

Racunanje nultoCaka nelinearnih funkcija jedan je od najceSc¢ih zadataka primijenjene
matematike.

Opcenito, neka je zadana funkcija

f:I—-R, ICR.

Trazimo sve one x € [ za koje vrijedi

f(x)=0.
Takve toCke x zovu se rjesenja (korijeni) pripadne jednadzbe ili nulto¢ke funkcije f.

U pravilu pretpostavljamo da je funkcija f neprekidna na intervalu I i da su joj nultoCke
izolirane. Naime, u protivnom bi postojao problem konvergencije.
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Trazenje nultoCaka na zadanu toCnost sastoji se od dvije faze:

e izolacije jedne nultocke ili viSe njih, tj. nalaZenje intervala unutar kojeg se nalazi
barem jedna nultoCka funkcije

e iterativno nalazenje nultocke do na traZzenu to¢nost.
Prva faza trazenja je teza i provodi se na temelju analize toka funkcije f.

Postoji mnostvo metoda za nalazenje nultoCaka nelinearnih funkcija do na zadanu
tocnost, no razlikuju se po tomu hoce li uvijek konvergirati i (ako konvergiraju) po brzini
konvergencije. Opcenito, brze metode nemaju sigurnu konvergenciju, dok je sporije
metode imaju. Brzina konvergencije se opisuje pomocu reda konvergencije metode.
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DEFINICIJA. Niz iteracija ()
p, p > 1, ako vrijedi

.cn, Konvergira prema tocki a s redom konvergencije

’@_xn‘écbé_ajn—”p? n €N (1)
za neki ¢ > 0. Ako je p = 1, onda kazemo da niz konvergira linearno prema «. U tom
slucaju nuzno mora vrijediti ¢ < 1 i obicno se ¢ naziva faktorom linearne konvergen-
cije.

Relacija (1) nije uvijek prikladna za linearne iterativne algoritme, no indukcijom se moze
pokazati da je za slu€aj p = 1 i ¢ < 1 nejednakost (1) ekvivalentna s

la—x,| < "|a—x|, neN,

Sto je katkad mnogo lak$e dokazati nego (1). | u ovom slu€aju govorimo o linearno;
konvergenciji s faktorom c.
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2 Metoda polovljenja (bisekcije)

Najjednostavnija metoda nalazenja nulto¢aka nelinearne funkcije je metoda polovl-
jenja. Ona funkcionira za sve neprekidne funkcije, no zato ima i najloSiju ocjenu
pogreske.

Osnovna pretpostavka za primjenu algoritma polovljenja je neprekidnost funkcije f na
intervalu [a, b] uz dodatni uvjet

f(a) f () <O0.

Ovaj uvjet nam osigurava da funkcija f ima na intervalu |a, b] barem jednu nultocku.
Naravno, ako je

f(a) f(b) >0,

to ne znaci da f nema nultoCaka na [a, b| : moZze ih imati paran broj ili nulto¢ku parnog
reda. U prvom slu€aju mozemo rijeSiti problem boljom separacijom intervala |a, b|, no
u drugom slucaju metoda polovljenja nece dati rieSenje.
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Algoritam polovljenja je vrlo jednostavan: oznaCimo s « prvu nultocku funkcije f i defini-
ramo
ap + by

apg - — a, bo = b, o = 9 .

Neka je n > 1. U n-tom koraku algoritma konstruiramo interval |a,,, b,] komu je duljina
polovina duljine prethodnog intervala [a,,_1, b, 1], ali tako da nultoCka ostane unutar in-
tervala [a,, b, . Konstrukcija intervala |a,, b,,| sastoji se u raspolavljanju intervala [a,,_1, b, 1]
to¢kom x,,_; i to tako da je

Qp - — Tp-1, bn = bn—la f(an—1> f(xn—l) > 07
ap . = Ap—1, bn .= Ln—1, f (a'n—l) f (xn—l) < 0.

Postupak zaustavljamo kad je ispunjen uvjet

o —x,| <e.
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No kako ¢emo znati da to vrijedi ako ne znamo «? Jer je x, poloviste intervala |a,,, b,] i
a € |ay, by, toje

|CV — $n| < |bn — wn‘ — bn — Ln,
pa je u stvari dovoljno postaviti zahtjev

bn_xngg.

ALGORITAM (Metoda polovijenja)

r:=(a+0b)/2
while b — x > ¢ do
begin;
if f(x)x*f(b) <0.0then
Q.=
else
b= x;
r:=(a+b)/2
end:;
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|z konstrukcije same metode lako se ocijeni pogreska n-te aproksimacije nultocke «.
Vrijedi

1 1 1
‘Oé—xn|Sbn—xn:§<bn_an>:?wn—l_an—l):”':2n+1(b_a)a (2)
odnosno
1
o — x| §2—n(b—x0).

Desna strana ove nejednakosti daje nam naslutit da ¢e konvergencija biti dosta spora.
Relacija (2) nam omogucava da unaprijed odredimo koliko ¢e koraka biti potrebno da
bismo postigli Zeljenu toCnost <. Naime, da bi vrijedilo |a — x,,| < ¢ dovoljno je zahtije-
vati

1
2n+1

(b—a) <e.

Jednostavnim racunom dobijemo

| —a)—1
n > o8 (b—a) oge_l’ n € Ny.
log 2
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Ako je funkcija f joS i neprekidno derivabilna na [a, b|, moZzemo dobiti dinami¢ku ocjenu

udaljenosti aproksimacije nultoCke od prave nultoCke. Po Teoremu srednje vrijednosti
za funkciju f vrijedi

flzn) = fla)+ f (&) (z,— ),
pri Cemu je £ izmedu « i z,,. Koristeci Cinjenicu da je f («) = 0 dobijemo

f ()| = 1f ()| |20 —

odakle slijedi

T, — o =
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Pretpostavimo li da mozemo dati ocjenu

£ =m, mi = min |f @)

ako je m; # 0 dobijemo

Dakle, Zelimo li posti¢i da vrijedi

dovoljno je zahtijevati

Nelinearne jednadzbe
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3 Metoda pogresnog polozaja (Regula falsi)

Metoda koja nastaje kao prirodna posljedica ubrzavanja metode polovljenja je tzv. reg-
ula falsi. | ona sama je konvergentna ¢im se barem jedna nultocka funkcije f nalazi
unutar intervala |a, b] .

Pretpostavimo opet da je funkcija f neprekidna na intervalu |a, b i da vrijedi

f(a) f(b) <O0.

Aproksimiramo funkciju f pravcem p koji prolazi tockama T (a, f (a)) i T (b, f (b)) . Nje-
gova je jednadzba

f(a) = ()
a—b

y—f)= (x =),

odnosno
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NultoCku o funkcije f mozemo aproksimirati nultoCkom tog pravca, nazovimo je x.
Nakon toga pomaknemo ili toCku « ili toCku b u z(, no tako da nultoCka o ostane unutar
novodobivenog intervala. Postupak ponavljamo sve dok ne dobijemo zeljenu toCnost
e. ToCka z, se dobije jednostavno iz jednadzZbe pravca p kao

b—a a—>b
S T I A T =y I0)
ili drugacije zapisano
B
T T e >
gdje je
fla,b] = f<bg>):£<a>

prva podijeljena razlika funkcije f utoCkama a i b.
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Ipak, postoji nekoliko ozbiljnih problema s ovom metodom. Pogledajmo kakav je red
konvergencije. Iz relacije (3) imamo

I A O R f (b)
e b+f[a,b}(b)< f(b))[H(ab)f[a,b]]
= (=) _”<a—b>f[a,b]]
- (=t [1+0-a) Ly
— (q — _f[bva] — (e — f[avb]_f[bv&]
= (=Dl f[aal}]! b<] P
= —(a—"b)(a—a) f[ja,jb]
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Podsjetimo se da je

f[a,b,oz] _ f[bv&] —f[(l,b].

o — a
Ako je funkcija f neprekidno derivabilna, onda po Teoremu srednje vrijednosti imamo
f(0) - fla
flat) = PO e ey,

Slicno, ako je funkcija f joS i dvaput neprekidno derivabilna, onda po Teoremu srednje
vrijednosti imamo

RS = 3, e m M)

fla,b,a] =
pri cemu je
m = min{a,b,a}, M =max{a,b,a}.

Iskoristimo li ovo dobijemo ocjenu

" (n)
2f" (&)

a—x9=—(a—0b)(a—a)
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Sada ¢emo na jednom sluCaju pokazati kako se provodi analiza konvergencije ove
metode.

Pretpostavimo da je a jedini korijen funkcije f unutar [a, b] i da vrijedi f’ («) # 0. Takoder
pretpostavimo da je f”(x) > 0 za sve x € |a,b] ({j. da je f konveksna na |a, b]). Ako
je f'(z) > 0zasvex € |a,b], onda je f konveksna rastu¢a funkcija, a spojnica toCaka
T (a, f (a)) 115 (b, f (b)) je uvijek iznad grafa funkcije f. 1z poCetnih uvjeta dobijemo da
je

f(n)
2f"(€)

pa ce se u sljedecem koraku pomaknuti a. Isto ¢e se dogoditi i u svim narednim ko-
racima. Dakle, b je fiksan, a « je stalno desno od aproksimacije x,,. To znaci da vrijedi

/" (1)
21" (&)
Uzimanjem apsolutnih vrijednosti s desna i lijeva dobijemo da je konvergencija metode

regula falsi u ovom sluCaju linearna. Lako se vidi da je moguce naci primjere kod kojih
metoda polovljenja konvergira brze nego metoda regula falsi.

a—1x9g=—(a—>b)(a—a) > (),

a—x,=—(a—"0)(a—ay)
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4 Metoda sekante

Ako, slicno kao kod regule falsi, graf funkcije f aproksimiramo sekantom, ali pri tom ne
zahtijevamo da nultoCka funkcije f ostane "zatvorena" unutar poljednje dvije iteracije,
dobit cemo metodu sekante. Time smo izgubili svojstvo sigurne konvergencije, ali se
nadamo da ce metoda konvergirati brze nego regula falsi.

U ovoj metodi poCinjemo s dvije pocetne toCke x i x1, te povlaCimo sekantu kroz toCke
To (xo, f (xo)) 1T (x1, f (1)) . Ta sekanta sijeCe os x u toCki z5. Postupak nastavljamo
provlaCenjem sekante kroz tocke T (xy, f (x1)) i 15 (x9, f (z2)). Formule za metodu
sekante dobiju se iteriranjem pocetne formule za requlu falsi, pa tako dobivamo

Lpn — Tn-1

f (xn) T f (xn—l).

Ln+1 = T — f (xn>

Nelinearne jednadzbe
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Iskoristimo li za svaki n € N ocjenu

S ()
a—x,=—(a—>b,)(a—a,) ——=,
AT
dobit ¢emo red konvergencije metode sekante uz odgovarajuce pretpostavke. Vrijedi
S ()
— dn+l — — — 4 — dn— . 4
O — Tt (a0 —xp) (a0 — 1>2f’<§n> (4)

TEOREM. Neka su f, f"i f” neprekidne na nekom intervalu I C R, pri ¢emu I sadrzZi
jednostruku nultoCku «.. Ako su pocetne iteracije x i ; izabrane dovoljno blizu nultoCke
«, onda niz iteracija (x,) dobiven metodom sekante konvergira prema o s redom
konvergencije p, gdje je

neNy

D ~ 1.618.

1445
2
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DOKAZ. Primijetimo da jednostrukost nultoCke « osigurava ispunjenje uvjeta f' («) #
0. Takoder, za neki ¢ > 0 postoji okolina O = |a — ¢, a + | C I nultocke «, takva da je
f'(x) # 0zasve x € O. U tom slucaju je dobro definiran broj

oy Mol (@]
2mingeo | f ()]

Zbog relacije (4) za sve z(, 1 € O vrijedi

o — 29| < M | — x| |av — xg] -

Da bismo skratili zapis oznacimo s
e, = O — Iy,

greSku n-te iteracije aproksimacije nultocke «. Sada prethodnu nejednakost mozemo
nakon mnozenja s M pisati kao

M ‘62‘ S M2 ‘€1| |60‘ .
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Pretpostavimo da su zy, 1 € O izabrani toliko blizu nultoCke o da vrijedi

6 = max {M |ei|, M |eg|} < 1,

iz Cega odmabh slijedi

M|62‘§52<57
paje
2] <~ = max {Jea] , Jeol} <
€9 M—max €|, €0l > &,
odnosno

To € la—e,a+e]=0.

Nelinearne jednadzbe

19



Uvod u numeri¢ku matematiku 20

Primjenimo |li ovaj argument induktivno, dobijemo

M les| < M?*|eo||er] <676 =6,
M leq) < M?|es|lea] < 6°-6° =6,
| opcenito
M |€n—|—1‘ < M2 ‘Gn‘ |€n—1‘ < N . fIn—1 — 5Qn+17
pri Cemu je

dnt1 = qp T+ Qqpn—1, N > 17
o — {41 = 1.

Dakle, vidimo da se radi o rekurziji za Fibonaccijeve brojeve, pa se lako izracuna ek-
splicitno rjeSenje

n n
qn = CoTy + €177 .
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Pri tom je
1++5 1—+5
ro = 9 y Tt = 9 )
1 1
Co = ETO, C1 = —Erl

Dakle, dobili smo

1+\/5 n+1 1_\/5 n+1 .
2 T2 =

Sl -

qn —

Kako je rp =~ 1.618 i r; = —0.618, to vidimo da r; tezi k nuli kada n tezi prema beskon-
acnosti, pa je za velike n

1
o~ —— (1.618)"",
q \@( )

Nelinearne jednadzbe
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No vratimo se na gresku ¢,,. Vidjeli smo da je

M le,| < 6™, n >0,
pa buduéidaje 0 < § < 1iza velike n broj ¢, tezi k beskonacnosti, to vrijedi |e,| — 0,
t.
Ty — Q, N — OO |
Napominjemo da je ovaj dokaz bitno pojednostavljen i nije posve korektan!

Mane ove metode su da ona bitho ovisi o dobrom odabiru pocetnih aproksimacija,
te da se lako moze javiti poznati problem "kracenja" u brojniku i (posebno) nazivniku
kvocijenta

Lp — Tp-1

f(xn) = f(2n1)

kada r,, — «. Takoder, buducCi da iteracije s obje strane ne zatvaraju nultoCku « nije
lako reci kada treba zaustaviti proces.
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5 Metoda tangente (Newtonova metoda)

Ako graf funkcije f aproksimiramo tangentom umjesto sekantom, dobili smo metodu
tangente ili Newtonovu metodu. Slicho kao i kod metode sekante time smo izgubili
sigurnu konvergenciju, no nadamo se da ¢e metoda brzo konvergirati.

Pretpostavimo da je zadana pocetna tocka x(. Ideja metode je povuci tangentu u tocki
To (xo, f (xo)) i definirati novu aproksimaciju z; u tocki gdje tangenta sijeCe os x. Opéen-
ito bi to iSlo ovako: u toCki x,, napiSe se jednadzba tangente

y_f(xn):f/<xn)($_$n)

Nultocka joj je

pa stavimo z,. := .
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Primijetimo da je ova metoda usko vezana uz metodu sekante jer je

f/ <37n> ~ f (xn> _ f (xn—1>.

Lp — Tp—1

Do Newtonove metode mozemo doci i koriStenjem razvoja u Taylorov red funkcije f
oko toCke x,, uz pretpostavku da je f dvaput neprekidno derivabilna na u nekoj okolini
nultoCke «. Vrijedi

F@) = f @)+ F (@) (@ — z,) + 2

pri Cemu je £, izmedu x i x,,. UvrStavanjem r = o dobivamo

f(&,)

(x — :Izn)2 :

2

0=f(a)=f(za)+ (@) (0 — ) + 9 (@ — )"
Uz pretpostavku da je f’ (x,) # 0 dobijemo
— r — f(flfn) (v — 1 2 f”<€n)
S e T
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Kako je
B f(z,)
Ln+1 = Tn f, (xn>7
to dobivamo
(&,
Oé—xn+1:_<&_xn)22f/<(xn))a nENO

|z ove zadnje jednakosti odmah vidimo da je Newtonova metoda, kada konvergira,
kvadratno konvergentna. Ipak, takav zakljucak vrijedi samo ako f’(z,) ne tezi k nuli
tijekom procesa, tj. ako je f'(«) # 0 ili drugim rijeCima ako je nultoCka « jednostruka.
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TEOREM. Neka su f, f'i f” neprekidne na intervalu I C R, pri ¢emu [ sadrzi jednos-
truku nultoCku o funkcije f. Ako je pocCetna iteracija x( izabrana dovoljno blizu nultoCke
a, onda niz iteracija (z,),, ., dobiven Newtonovom metodom konvergira prema « s re-

dom konvergencije p = 2. Stovise, vrijedi

lim O — Tp+1 _ f” (Oé)
n—oo (o — 1) 2f" (@)

DOKAZ. Izaberimo okolinu O = |« — ¢, a + €| C I nultoCke « i neka je

a = Dsseo /7@
2mingeo | f ()]
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Za sve x( € O koriStenjem jednakosti

1 (&)

oz—an:—(oz—:cn)Q— n € Ny

2f" (:Cn)’

u posebnom slucaju n = 0 dobijemo
o — 21| < M | — x|,
odnosno
M |o — x| < (M |a — x])° .

Izaberimo zy € O tako da zadovoljava uvjet M |a — xy| < 1. Tada vrijedi

Mo — x| < M |a — x|,
odnosno
o — 71| <o — x| < ¢,

pa i x; lezi u okolini O.

Nelinearne jednadzbe
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Induktivnom primjenom istog argumenta dobivamo

a—xz,| <e, M|la—x,|<1
zasven € N.

Da bismo dokazali konvergenciju iskoristimo opet jednakost

1" (€0)

o — Tpp = — (@ —x,)° =——2"2 neN,.

2f" ()’

Imamo

Mla — zpp| < (Mo —z,)*, ne N,

pa indukcijom lako pokazemo

Mo — x| < (M |a—20|)*, neN,

Nelinearne jednadzbe
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odnosno

1 .
a—xnISM(Mla—onDQ , neN.

Buduci vrijedi

M |a — x| < 1,
odmah dobijemo x,, — a kada n — oo,a kako &, leziizmedu x,, i a slijediida ¢, — «
kada n — 0.
Zbog toga je

TR k= WO N A (319 R A ()

n—oo (o — 1) =0 2f (z,)  2f() .

Nelinearne jednadzbe
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Prethodni teorem nam daje dovoljne uvjete za lokalnu konvergenciju Newtonove
metode prema jednostrukoj nultoCki . Konvergencija je lokalna jer je postavljen uvjet
da pocetna aproksimacija xy mora biti dovoljno blizu nultoCke «. VeliCina € odredena je
uvjetom

M |a —xo| <1

Koji osigurava konvergenciju metode.
Da bismo izveli ocjenu greSke opet ¢emo iskoristiti Taylorov teorem. Za dvije susjedne
iteracije u Newtonovoj metodi vrijedi
!
4 f (Sn—l)

fzn) = fop1) + f(2no1) (20 — 201) 5
pri Cemu je &, ; izmedu z,_1 i x,,. Po definiciji iteracija u Newtonovoj metodi vrijedi

f @)+ f(2na) (2, — 201) =0,

(xn - ajn—l)Q )

pa je

Fa =) o,y
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Promotrimo sada slucaj I = [a, b] . Pod pretpostavkom da su f” i f’ neprekidne na [a, D]
one zasigurno na njemu postizu i svoj minimum i svoj maksimum. OznacCimo |i

M = max |f"(z)|, m= min |f' (z)],

r€la,b] z€|a,b]
dobijemo

F (a) < T (0 = 70t

a kao i kod metode bisekcije ako je m # 0 iz Teorema srednje vrijednosti dobijemo i
ocjenu

o —af = @l 1f @)l
O m
Kombinacijom ovih dviju ocjena dobivamo
M
z, — o < — (2, — xn_l)Q .

2m
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Ako je ¢ gornja ograda za apsolutnu gresku (ij. trazena toCnost), onda test

M
% <37n - wn—l)Q S &,

ili (u drugoj formi zapisa)

2me
Lp — xn—ll S W;

garantira da je
|z, —a] <e.
Naravno, mozemo koristiti i prije spomenuti test

|f ()

|z, —a| < ——= <e.
m
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U prethodnim ocjenama za lokalnu konvergenciju koristili smo pretpostavke da su f,
i f" neprekidne sve x € |a,b] i da je m # 0. No kako je m = min,cy, 5 | f' (7)], to znaci
daje

[ ()] >0, € la,b],

pa je f strogo monotona na [a,b|. Ako jo$ i druga derivacija f” ima svojstvo da joj
je predznak isti na cijelom segmentu |a, b|, onda mozemo dobiti i uvjete za globalnu
konvergenciju Newtonove metode.

TEOREM. Neka su f, f’i f” neprekidne na segmentu [a, b] C R, pricemuije f (a) f (b) <
0,ineka fi f” nemaju nultoCaka u |a, b (tj. imaju stalan predznak na [a, b]). Ako po-
lazna iteracija xy € |a, b] zadovoljava uvjet

f (o) [ (20) >0,

onda niz iteracija dobiven Newtonovom metodom konvergira prema (jedinstvenoj jed-
nostrukoj) nultoCki o funkcije f.

Nelinearne jednadzbe
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DOKAZ. UoCimo najprije da uvjeti teorema osiguravaju postojanje i jedinstvenost jed-
nostruke nultocCke a.

Pretpostavimo, na primjer, da je za sve z € [a, b ispunjeno f'(x) > 0i f” (x) > 0. Tada
je f monotono rastuca i zbog pocetnog uvjeta f (a) f (b) < 0 mora vrijediti f (a) < 0
f(b) > 0. Jer je f” pozitivna i vrijedi f (z() f" (z¢) > 0, to za poCetnu iteraciju x, mora
vrijediti f (z¢) > 0. U praksi mozemo uzeti x, = b, jer je to jedina toCka za koju sigurno
znamo da ispunjava taj uvjet.

Neka je (:vn)neN0 niz iteracija generiran Newtonovom metodom iz startne toCke x, za
koju vrijedi f (z) > 0. Dakle imamo

ST )
n

| znamo da je g > « (zbog monotonosti funkcije f). Tvrdimo da vrijedi a < z, <
9, n € Ny. Dokaz provodimo matematiCkom indukcijom Ciju bazu ve¢ imamo. Pret-
postavimo da tvrdnja vrijedi za n € Ny. Po pretpostavci je f (z,) > 0i f'(z,) > 0, pa
je z,.1 < x,,Sto pokazuje da nas niz iteracija monotono pada. Posebno iz toga slijedi
rhi1 < g jer je po pretpostavci indukcije z,, < xy.

Nelinearne jednadzbe
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Dokazimo jos i lijevu nejednakost u dvostrukoj nejednakosti
a < Tpi < x9, n € Np.

Po Taylorovoj formuli vrijedi

0=f(a)=f(2n)+ [ (2a) (@ = 0) +
priCemu je &, € (a,x,) C |a,b]. Zbog f" (£,) > 0 imamo
f @)+ f (2,) (@ — 2,) <0,

/" (€0)
2

tj.
S (zn)
O T @)’
odakle slijedi
S (zn)

$n+1:33n_f,< >«

T,)

Time je dokazan korak indukcije, pa | sama tvrdnja.

Nelinearne jednadzbe
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Uocimo da smo usput dokazali i monotonost niza (z,,)
ovog hiza upravo nultocka «.
Kako je, dakle, niz (xn)nENO monotono padajuci i omeden odozdo (s «), to postoji

1eN,- DOKazimo sada da je limes

/ .
o = lim z,
n—aoo

za kojeg vrijedi
a <o < x,
paje o € [a,b]. Prijelazom na limes u formuli za Newtonove iteracije dobijemo

/ / f (O/>

T Ty

odakle zbog f' (a/) # 0 slijedi f (/) = 0. Kako je a jedina nultoCka funkcije f iz |a, b
slijedi

/
a = Q.

Preostali sluCajevi s obzirom na predznake f’i f” dokazu se analogno W

Nelinearne jednadzbe
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Napomenimo da uvjet

f (o) f" (20) >0

ima vrlo jednostavno geometrijsko znacenje: gledajuci graf funkcije f pocCetnu iteraciju
xo trebamo izabrati na "strmijoj" strani funkcije.

Racunanje koristenjem Newtonove metode moze trajati duze nego racunanje po metodi
sekante iako Newtonova metoda ima veci red konvergencije nego metoda sekante.
Objasnjenje leZi u Cinjenici da se za svaki korak Newtonove metode mora izraCunati
| vrijednost funkcije i vrijednost derivacije u danoj iteraciji, dok se u metodi sekante
racuna samo vrijednost funkcije.

Metode koje nemaju sigurnu konvergenciju katkad se kombiniraju s metodom polovi-
jenja na sljedeci nacin:

e izracunamo novu iteraciju po brZzoj metodi i ako nije izaSla iz danog intervala nas-

tavimo dalje;

e U protivnom napravimo jedan iteracijski korak metodom polovljenja, a zatim se opet
vratimo na brzu metodu.

Nelinearne jednadzbe
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6 Metoda jednostavne iteracije
Neka je g : D — R neka zadana funkcija. Pretpostavimo da trazimo rjeSenje jednadzbe

z =g ()
koje ¢emo oznaciti s a.. Definirajmo jednostavnu iteracijsku funkciju (jednostavnu u
smislu da "pamti" samo jednu prethodnu iteraciju) s
Tpi1 =g (2,), n €Ny,

pri cemu je neki xy € D na neki nacin odabrana prva iteracija (pocCetna aproksimacija
za «). Primijetimo da Newtonova metoda pripada klasi jednostavnih iteracija jer je u
tom slucaju funkcija g definirana s

_fW
A 1)

ToCke za koje vrijedi x = ¢ (x) nazivaju se ¢vrstim (fiksnim) tockama funkcije g. Mi
smo najcesce zainteresirani za rjeSavanje jednadzbe oblika f () = 0, no lako je uociti
da se iz problema f (x) = 0 jednostavno prelazi na problem x = g (x) .

Nelinearne jednadzbe
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PRIMJER. Pretpostavimo da zelimo rijesiti jednadzbu
r*—a=0, a>0,
ali prelaskom na rjeSavanje jednadzbe oblika x = ¢ (x). To moZzemo napraviti na vise
nacina:
or =a’+x— a,
er=ua/r, x#0,
1 a
or=1(r+2).

Prirodno se namece pitanje kako se ponasaju razne jednostavne iteracije.

Nelinearne jednadzbe
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LEMA. Neka je funkcija g neprekidna na |a, b] i neka je

(Vx € la,b]) a<g(x)<b,

ili krace g ([a,b]) C [a, b] . Tada jednostavna iteracija x = ¢ (x) ima barem jedno rjeSenje
na [a, b].

DOKAZ. Za neprekidnu funkciju G : [a, b] — R definiranu s G (z) = g () — x vrijedi
G(a) >0, G(b) <0,

pa ona nuzno mijenja predznak na |a, b] . To znaci da G ima nultoCku na |a, b] , pa postoji
rieSenje jednadzbe x = g (z) na [a,b] B

Nelinearne jednadzbe
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LEMA. Neka je funkcija g neprekidna na [a, b] i neka je g (|a,b]) C |a, b| . Nadalje, neka
postoji konstanta A € (0, 1) takva da vrijedi

(Vz,y € [a,0]) |g(z) —g(y)| < Az —y]

(drugim rijeCima pretpostavimo da je ¢ Lipshitzova za A € (0,1), odnosno da je kon-
trakcija). Tada jednostavna iteracija *+ = ¢ (z) ima jedinstveno rjeSenje « na |a, ).
Takoder, niz iteracija =, = ¢g(x,_1), n € N, konvergira prema « za proizvoljni x, €
a, b].

DOKAZ. Prema prethodnoj lemi znamo da postoji barem jedno rjeSenje a € |a, b| jed-
nadzbe x = g (x). Pokazimo da je ono jedinstveno. Dokaz ¢emo provesti kontradikci-
jom: pretpostavimo da postoje dva razliCita rieSenja « i 5. Za njih tada vrijedi a = g ()

i1 8=g(p).

Nelinearne jednadzbe
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|z ovoga i pretpostavke da je g kontrakcija slijedi
o =B =g () =g (B)] < Ala— 7],
odnosno
(1=X)]a—p] <0.

Buduci je po pretpostavci A € (0,1),t. 1 — X > 0, to mora biti |« — 5| = 0, Sto je
u kontradikciji s pretpostavkom da je a # 3. Dakle, ne mogu postojati dva razliCita
rjesenja.

Dokazimo jo$ konvergenciju jednostavnih iteracija za proizvoljni zy € |a, b]. Uo€imo da
T,-1 € |a,b] poviaéi x, = g (z,-1) € |a,b]. Dalje, vrijedi

o — x| = |g (@) = g (zn-1)] < Mo — 2],
iz Cega indukcijom slijedi
o —x,| < N'|ao— x|, neN.

Ako pustimo da n tezi u beskonacno, onda zbog A € (0, 1) slijedi \" — 0, pa z,, — ol

Nelinearne jednadzbe
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No pogledajmo Sto se dogada ako g ima joS neke "lijepe" osobine. Ako je g deriv-
abilna na (a,b), onda po Teoremu srednje vrijednosti za bilo koje x,y € |a,b] postoji
odgovarajuéi ¢ € (a, b) takav da vrijedi

g(x)—gy) =4 (x—-y).
Definirajmo

A= max |¢ (z)].

r€(a,b)

Tada mozemo pisati

(Va,y € la,b]) |g(x) —g(y)| < Az —yl,

ti. g je Lipshitzova za tako odabrani A\. No primijetimo da takav A moze biti i veéi ili
jednak 1, tj. ¢ ne mora biti kontrakcija.

Nelinearne jednadzbe
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TEOREM. Neka je funkcija g neprekidno derivabilna na (a, b) , neka je ispunjeno g (|a, b]) C
la,b], te neka je

A= max |¢' (z)| < 1.
r€(a,b)
Tada vrijedi:
1. Jednadzba x = ¢ (z) ima to€no jedno rjeSenje a € |a, b| .
2. Za proizvoljni xy € |a, b] niz jednostavnih iteracija x,, = g (x,_1), n € N, konvergira
prema « i vrijedi

o —x,| < N'|ao—xo|, neN,

lim &L J (a).

n—oo (U — Tp,

Nelinearne jednadzbe
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DOKAZ. Sve tvrdnje slijede direktno iz prethodnoga osim tvrdnje o brzini konvergen-
cije.
Vrijedi

a— 1z =g(a)—g(r,)=9(,) (@—m,), neN,

pri Cemu je £, odabran izmedu « i z,,. BuduCida z,, — akadan — oo, toondai&, — «
(jer se interval "steze"). Dakle, vrijedi

O — Tnt1

lim = lim ¢'(§,) =¢' (o) W

n—oo (X — I, n—0o00

Nelinearne jednadzbe
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TEOREM. Neka je o rieSenje jednadzbe x = ¢ (x) i neka je g neprekidno derivabilna
na nekoj okolini O tocke «. Nadalje, neka je ispunjeno |¢' ()| < 1 i neka je poCetna
iteracija x( izabrana dovoljno blizu «. Tada vrijede sve tvrdnje prethodnog teorema.

DOKAZ. Definirajmo interval I = [a,b] = [ — ¢, + €] C O, gdje je € > 0 odabran tako
je xop € I 1da vrijedi

max |¢ (z)] =\ <1,

r€la—e,a+€]

(ovo je moguce ispuniti zbog uvjeta |¢' ()] < 1 i zbog pretpostavke da je poCetna
iteracija x( izabrana dovoljno blizu «). Tada je g(I) C I. Naime, ako je x € I, {j.
la — x| < e, onda za neki £ izmedu « i z slijedi

=g (@) =]g9(a) =g (@) =g ()] |la — 2| < Aa—z[ < Ae <,

paje g (z) € I. Dakle, zaista se moze primijeniti prethodni teorem, pa odmah slijede i
njegove tvrdnje B

Nelinearne jednadzbe
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Vratimo se na primjer z> —a =0, a > 0.

e U slu¢aju da smo izabrali zapis x = 2° + x — a, imali bismo ¢ (z) = 2° + x — a, pa bi
imali ¢’ () = 2x + 1. Znamo da je pozitivha nultoCka ove funkcije o = +/a, te bi imali
qd (\/a) =2y/a+1 > 1. Dakle, proces ne bi konvegirao.

o U slu¢aju x = a/x imali bismo ¢ (z) = —a/z? pa je ¢ (y/a) = —1 i opet nema
konvergencije.

e Uslucajuz = 3 (z + 2) imalibismo ¢’ (z) = 1 (1 — %) , paje ¢’ (v/a) = 0, $to je dobro.

N | —

Nelinearne jednadzbe
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| na kraju promotrimo kako postiCi da jednostavne iteracijske funkcije budu viSeg reda
konvergencije.

TEOREM. Neka je a rjeSenje jednadzbe = = g (z) i neka je funkcija g p (p > 2) puta
neprekidno derivabilna na nekoj okolini O toCke «. Nadalje, pretpostavimo da vrijedi

g (@) =g"(@)=---=¢g""(a) =0
Ako je pocetna iteracija z izabrana dovoljno blizu o, onda iteracijska funkcija

Tpo1=9(x,), n € Ny,

ima red konvergencije p i vrijedi

_ ()
lim (O‘ x“); _ (@)
n—oo (v — Iy,

Nelinearne jednadzbe



Uvod u numeri¢ku matematiku 49

DOKAZ. UoCimo najprije da su uvjeti ovog teorema jaci nego uvjeti prethodnog teo-
rema, pa odmah mozemo zakljuciti da niz jednostavnih iteracija konvergira prema «.

Razvijmo sada funkciju g u red okolini tocke o do ukljucivo potencije reda (p — 1) i
napisimo ostatak. Uvrstimo za argument x = «x,,. Dobijemo

Ip+1 = g(xn)

(p—1) (p)
9" (o) -1, 97 (&) p
=g(a)+4q (a)(z, —a)+---+ T, —a)l "+ z, —a)l,
(@) +¢ (@) (2, — a) =) = a)
gdje je &, neka toCka izmedu z, i a. Iskoristimo li Cinjenicu da je o Cvrsta toCka i
pretpostavku ¢’ (o) = - - - = ¢?»~1 (a) = 0, dobijemo
g% (&) )

Tptl = O+

odnosno

Nelinearne jednadzbe
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X — Tpt1 = —

Kako z,, — o kadan — oo, toonda i &, — « (jer se interval "steze"), pa dobijemo

lim
p!

O Tuil _(_qypt 9" (a)
n—oo (v — a1

|z gornje relacije se vidi da je ta konvergencija reda p B

Nelinearne jednadzbe
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Koristenjem prethodnog teorema mozemo analizirati i Newtonovu metodu za koju je

_fW@
I =Ty

Deriviranjem slijedi
f () [7 ()

7= @y

oy @) (@) + (@) f @) £ () = 2f () (" ()]
g (:C) = . 1
(f" (x))
pa je uz pretpostavku da je a nultoCka funkcije f i da je f'(a) # 0 (Sto osigurava
jednostrukost) ispunjeno

f'(x),

/()

f'(a)
Ako je " (a) # 0, onda je red konvergencije Newtonove metode jednak 2. No ako je
() #0i f" (o) = 0, onda je red konvergencije barem 3.

9 (a)=0, g¢"(a)

Nelinearne jednadzbe
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7 Opcenito o sustavima nelinearnih jednadzbi
Pretpostavimo da rjeSavamo sustav nelinearnih jednadzbi

fl(xl,...,.fl?n) = O

= (5)
fo(xy,... zn) = 0,
pricemujen >2i f,: R" — Rzasvei e {1,...,n}. Ako uvedemo vektorske oznake
f1()] £ 0
F(ZB)Z f2(w> o — X9 0 — 0
o () | Tn_ 0]

gdje je F': R" — R", onda sustav (5) mozemo zapisati kao

F(x)=0.

Nelinearne jednadzbe
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Prisjetimo se da vrijedi

[lx)=Vf(z)= |0,

te da je funkcija f neprekidno diferencijabilna na otvorenom skupu D C R" ako je f’
(koja ocCito mora i postojati) neprekidna u svakoj tocCki x iz skupa D. Ako je f neprekidno
diferencijabilna na otvorenom i konveksnom skupu D C R", ondazasve ¢, x+p € D
vrijedi sljedeci identitet

f(w+p)=f(w)+/ (Vf(z+ tp),p) dt

0
—f@ [ Vi)

Nelinearne jednadzbe
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Takoder znamo da je

[0 0
a—g(w) .« o axf:l <af3>

(971. ) 8n.
_a—il (:E) .« o e ain (w)

Ako je F' neprekidno diferencijabilna na otvorenom konveksnom skupu D C R", onda
zasve x, x + p € D vrijedi sljededi identitet

r+p

F(:I:+p):F(:1;)+/O J(a:+tp)pdt:F(a:)+/ J(z)dz.

Podsjetimo se joS i kada kazemo da je neka funkcija G : R" — R"*" Lipschitzova na D
(piSemo G €Lip, (D)): ako postoji konstanta ~ takva da za sve x, y € D vrijedi

IG(y) =G (@) <7y — =

Nelinearne jednadzbe
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Za daljnji rad trebat ¢e nam sljedec¢a tehnicka lema.

LEMA. Neka je F' : R" — R" neprekidno diferencijabilna na otvorenom konveksnom
skupu D C R"ineka je J = F”’ Lipschitzova na D. Tada za sve x, = + p € D vrijedi

Y
| (z+p) - F(z) - J(@)p| =5 Ipl”.
DOKAZ. Vrijedi

Fle+p)—F(z)-J(z)p

_ /0 J(z+tp)pdt — J(x)p

_ /0 (J(x+tp) — J(x)) pdt,

Nelinearne jednadzbe
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pa je

IA

INA

cime je tvrdnja leme dokazana. N

Nelinearne jednadzbe
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8 Newtonova metoda za rjesavanje sustava
nelinearnih jednadzbi

Newtonova metoda je jedna od najpoznatijih metoda za rjeSavanje sustava nelinearnih
jednadzbi. Lako je uociti da je ona u stvari poopcenje Newtonove metode za rjeSavanje
nelinearnih jednadzbi. ldeja metode je u tome da se u relaciji

F(m+p):F(w)+/x+pJ(z)dz.

integral aproksimira s J (x) p, pa dobijemo

Fle+p) ~F(x)+J(x)p.

IzjednaCimo li F' (x + p) s nul-vektorom dobijemo
p~—J " (2)F ()
iz Cega slijedi

t+p~x—J ' (x)F(x).

Nelinearne jednadzbe
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Zamislimo li da su x + p i « dvije susjedne iteracije u nekom iterativnom procesu dobit
¢emo

) = g®) gl (m(k)) F (wW) . (6)
No Sto racunamo ovakvim iterativnim procesom? Pretpostavka

Fzg+p) =0

koju smo iskoristili znaci da mi u stvari trazimo rjeSenje sustava F'(x) = 0. Relacijom
(6) definirana je Newtonova metoda za rjeSavanje sustava nelinearnih jednadzbi. U
praksi se ova metoda realizira po shemi:

1) rijesite linearni sustav

2) stavite

Nelinearne jednadzbe
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Oznacimo s
Kz, r)={x e R": ||z — x| <1}

otvorenu kuglu u R” radiusa r sa srediStem u x* i prisjetimo se Cinjenice iz linearne

algebre koja glasi: ako su I, £ matrice takve da je ||I|| = 1i ||E|| < 1 onda postoji
(I — E)""ivrijedi

-7 < =g

Iz ovoga slijedi da ako je A regularna matrica i B matrica koja ispunjava uvijet || A~ (B — A)|
1 onda je i B regularna i vrijedi

47| ”
|A-H(B = A

1B <
1 —

Nelinearne jednadzbe
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Sada imamo sve Sto nam treba za dokazati teorem o lokalnoj konvergenciji Newtonove
metode.

TEOREM. Neka je F' : R" — R" neprekidno diferencijabilna na otvorenom konveksnom
skupu D C R". Nekasu * € R", r, § € R, takvi da vrijedi:

1) K (x*,r) C D,

2) F (x*) =0,

3) J~! (x*) postojii ||J 7 (z*)|| < B,
4) J €Lip, (K (z*,7)) .

Tada postoji ¢ € (0,r) takav da je za svaki ) € K (z* ¢) niz (av:(’@)NO generiran
Newtonovom metodom dobro definiran i konvergira k *, a pri tom zadovoljava ocjenu

2
Hm(k’—kl) _ ¥

Sﬁﬂﬁw—w*

Nelinearne jednadzbe
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DOKAZ. Ideja je vrijednost ¢ € (0, r) izabrati tako da matrica J (x) bude regularna za
svaki x € K (x*, ¢) (5to je moguce posti¢i zbog uvjeta br. 3) i da svaka sljedeca iteracija
dobivena Newtonovom metodom lezi u istoj kugli i to upola blize tochom rjesenju xz*. U

tom cilju stavimo
)
E=MIN{T, — ¢.
2Py

Dokazat cemo da za tako izabrani ¢ vrijedi

2

Y

Hw(kJrl) _ g

SﬁﬂhW—w*

te da je

< ! Ha:(k) —z
2

Hw(kJrl) _

)

iz Gega zakljuGujemo da pretpostavka z\¥) € K (z*, ¢) povladi ") € K (z*,¢) za sve
k € Ny.

Nelinearne jednadzbe
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Najprije moramo postici da iz pretpostavke da je matrica J (")) regularna slijedi i da
je matrica J (z**1) regularna, ¢ime bi niz iteracija (az(k))No bio dobro definiran &im je
ispunjen uvjet da je matrica J (z'”) regularna.

Iz pretpostavki da J ! (z*) postoji te da vrijedi ||J ! (x*)
J €Lip, (K (z*,r)) dobijemo

< p,daje V) € K (z*¢)i

i) (o (s9) - v0)
J (@) HJ (w(o)) — J (")

INA

1
< By Hw(o) — w*H < Bre < 5 < 1.

Iskoristimo i (7) za A = J (z*) i B = J (2'”)) dobijemo da je i J (z!”)) regularna te da
vrijedi

< 28.

1{ (o JH(x*) o
| =) < s ) <2

Nelinearne jednadzbe
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Zbog ¢injenice da je J (z'”) regularna z'V je dobro definirano i vrijedi
) —z* = g0 — g1 (w(0)> F (w(o)) —x
= 20— g — J! (:13(0)> (F (m(o)) —F (:13*))

= (59) [P () - £ (50 7 (29) (a° - 20)].

Zbog ||J~! (V)| < 28 i prethodne leme slijed]

D — ¥
< |7 =)@ - F(20) - I (=) (== =)
2 2
T A

cime je tvrdnja teorema dokazana za k = 0.

Nelinearne jednadzbe
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Kako je ¥ € K (z*, ¢) vrijedi

1
R Erres
207y
paje
2
=== < gy ]le" == = 87 o - o - 2]
1 1 1
< By llat — —:—.w*—wm)‘g—.
26y 2 407

Iz gornjega slijedi da je =Y € K (z*,¢) i da je, $tovide, upola bliZi sredistu kugle
(to&nom rjedenju) z* od z). Stoga se postupak mozZe nastaviti induktivno zamjenama
0 — kil — k+ 1, noradiislustracije pokazat cemo ipak jos jedan korak.

Nelinearne jednadzbe
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|z pretpostavki teorema i prethodno dokazanih nejednakosti imamo:

IA

<

-

e (0 (&) )|

) o

1
—<1

674ﬁv

65

Iskoristimo li (7) za A = J (z*) i B = J (z') dobijemo da je i J (z'!)) regularna te da

vrijedi

77 @) <

Nelinearne jednadzbe
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Uvod u numeri¢ku matematiku

Zbog ginjenice da je J (z'V)) regularna z'® je dobro definiran i vrijedi

r? —z* = gV — g (w(1)> F (w(l)) —x
— g — g — J! (:13(1)> (F (m(l)) —F (:13*))

= () [P (@) £ (50 g (20) (2 - 2.

Zbog ||J~! (2V)|| < 58 i prethodne leme slijedi

? — ¥
<t ) - (e) s () (o -
4 22 2
< e e 2 e
< ﬁ’}/HiB(l)—ZB* )

cime je tvrdnja teorema dokazana za k£ = 1.

Nelinearne jednadzbe
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Kako vrijedi
1
. _ <1>H c -
€T €T :
‘ — 48y
dobijemo jos i
2
O e Sl Bl S [ B
1 1 1
< Byllzt — =W —:—.w*—w“)‘g—.
by 2 85

Iz gornjega slijedi da je = € K (z*,¢) i da je, $tovide, upola bliZi sredistu kugle
(to&nom rjiedenju) z* od z!) W

Nelinearne jednadzbe



