Izradili: Ante Aljinovié, Goran Culum, Antonio Perié-Mazar




Sadrza;

 Linearne visekoracne metode
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Linearne visekoracne metode su metode koje se
koriste u matematici za numericko rjesavanje
obicnih diferencijalnih jednadzbi

JednokoraCcne metode (poput Eulerove i Runge-
Kutta) odnose se samo na jednu prethodnu
vrijednost kako bi se odredila trenutna vrijednost

Visekoracne metode odnose se na vise prethodnih
vrijednosti funkcije kako bi se postigla veca
preciznost

Kod linearnih visekoracnih metoda, koristi se
linearna kombinacija prethodnih vrijednosti funkcije



Linearne viSekoraCcne metode rjeSavaju probleme pocCetne

vrijednosti forme: = fty), ulte) = o

Dan je problem: y =y, y(0)=1.

Tocno rjesenje je: y(t) = et
Koristena je jednostavna numeriCka metoda (Euler):
Yn+1 = Yn + hf(tﬂ!yﬂ)

Ova metoda, primjenjena sa korakom veli€ine h=1/2 na
problemu y' =y, daje slijedeci rezultate:

Y1 =yo+ hf(yo) =143 1= 125,

Y2 =y + hf(y1) = 1.5+ 1 - 1.5 = 2.25,

ys = Yo + hf(y2) = 2.25 + § - 2.25 = 3.375,

ys =ys + hf(ys) = 3.375+ % - 3.375 = 5.0625.
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Eulerova metoda je jednokoracna metoda
Jednostavna visekoracna metoda je dvokoracna Adams—Bashforth metoda:

Un+2 = Yn+1 + %h.f(tﬂ+1:yﬂ+l) - %hf(tm Un)-

Ova metoda zahtijeva dvije vrijednostiy, , , i y,, kako bi izraCunali slijedecu
vrijednost y, . ,.

Za Adams—Bashforth metodu potrebne su dvije toCke, pa je uz vrijednost y,
= 1 potrebno izraCunati i vrijednost y, koristeCi Eulerovu metodu kao drugu

vrijednost ’

S ovim izborom, Adams—Bashforth metoda daje rezultat (zaokruzeno na 4
manllo\-
Ay + 2hf(y) — Shf(yo) = 15+ 8- 115 1.1 .1=2375,
Ys = Yo + shf(ys) — shf(y1) =2375+2-1.2375 - L. 1. 1.5 =3.7812,

2 2

Ys = Y3+ Shf(ys) — thf(ys) = 3.7812+ 2 - 1.3.7812 — L. 1. 2.375 = 6.0234.
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« ToénorjeSenjezat=1t,=2¢"=7.3891..., pa je Adams—
Bashforth metoda preciznija od Eulerove.
* Ovo je uvijek slucaj ako je korak dovoljno mali.
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« Linearna viSekoracna metoda je metoda forme:

Yn+s + fle—1Yn+s—1 + lg_2Un+4s—2 + -+ flnln
= h(bs.f(tﬂ+31yn+3) + E:'s—l.f(1'L*-'1+3—1: yn+s—1) + Tt bﬂf(tﬂayﬂ)):

« Gdje je h veliCina koraka i f je desna strana diferencijalne
jednadzbe. Koeficijentlo;:--:0s-1 b,..., b odreduju
metodu.

* Metoda je eksplicitna ako je b, = 0. U tom slucaju
rekurzivna relacija se moze koristiti za izraCunaveé- ey,
s Ako je tada je metoda implicitna i rekurzija
relacije je jednadzba y,, , . koja mora biti rjesena.
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Analiza

-

» Centralni koncept analize lineranih visekoracnih metoda, i
svih drugih numerickih metoda za diferencijalne
jednadzbe, je konvergencija, red i stabilnost.

* Prvo pitanje je da li je metoda stabilna: da li je
deferencijalna jednadzba

Un+s + e 1Yn+s—1 + flg—oYn+s—2 + -4 olYn
- h(bsf(tﬂ—l-s:yn-l—s) + bS—lf(tﬂ-l-S—l] yﬂ-l—s—l) + - bﬂf(tﬂ:yﬂ)):

« Dobra aproksimacija jednadzbe y' = f(t,y)?
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* Preciznije, visekoraCne metode su stabilne ako lokalna
pogreska ide prema nuli kako veliCina koraka h ide prema
nuli, gdje je lokalna greska definirana kao razlika izmedu
rezultata y,, ,  metode, pretpostavljajuci da su sve
prethodne vrijednosti jednake, i da je toCno rjeSenje
jednadzbe u vremenu t, , ..

 Racunanje korlstenjem Taylorove serue pokazuje da je
linearna vise: =" aakoisamo ako

Zak——l and Zbk—3+z a..

k=0
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* Ako je metoda stabilna, onda je sljedece pitanje kako
dobro diferencijalna jednadzba koja definira numericku
metodu aproksimira diferencijalnu jednadzbu.

« Za viSekoracnu metodu kazemo da ima red p ako je
lokalna pogreSka reda O(hP* 1) kako h ide prema nuli.
Ova je ekvwalentno sljedemm uv1et|ma koeficijenata

metode: Zﬂ ~ 1 and qkqlzbk—5q+2kqakforq 1,....p.

=10 k=0 k=0

 S-koracna Adams—Bashforth ima red s, dok s-korac¢na
Adams—Moulton metoda je reda s + 1.
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- Analiza

N

* Ovi uvjeti su Cesto formulirani koristeci karakteristiCne
polinome:

s—1 S
plz) =2+ Zukzk and o(z) = Zﬁkzk.
k=0 k=0

* U uvjetima ovih polinoma, gornji uvjet metode mora imati

red p i postaje
p(e") — ho(e") = O(RP™) as h — 0.

« Metoda je stabilna ako ima jedan red, za koji vrijedi p(1) =
0ip'(1)=0(1).
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« Za visekoracnu metodu kazemo da je stabilna ako
nultocke z, polinoma p(z) zadovoljavaju
— 1. Sve nultoCke su po apsolutnoj vrijednosti manje od 1 (|z; | < 1).

— 2. Ako je |z| = 1 tada je z jednostruka nultocka (p'(z;) = 0).
« Zajedno uvjete 1i 2 zovemo uvjet stabilnosti.

« Uvjet stabilnosti se Cesto naziva i uvjet korijena.

« Linearna visekoraCna metoda je konvergentna ako i
samo ako je konzistentna i stabilna.

 Moze se pokazati da stabilna r-koracha metoda ima red

{ r-+1, ako je r neparan,
< :
— Lr+2, ako jer paran.
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