Uvod: potrebna predznanja

Numericka analiza
M. Klari¢i¢ Bakula

Listopad, 2008.



Numeric¢ka analiza

LITERATURA NA WEB-u:
e http://www.pmfst.hr/~milica

e http://docs.sun.com/source/806-3568/ncg_goldberg.html
e http://web.math.hr/~rogina/2001096/num_anal.pdf

e http://www.pmfst.hr/zavodi/matematika/scripta/nummat.pdf

Uvod: potrebna predznanja



Numeric¢ka analiza 3

1 Uvod

NumeriCcka analiza je disciplina koja prouCava i numericki rjeSava matematiCke prob-
leme koji se javljaju u znanosti, tehnici, gospodarstvu, itd. lako se sama disciplina
najceSce povezuje s numerickim metodama, treba naglasiti da bez dubljeg poznavanja
samog problema kojeg rjeSavamo nije moguce procijeniti je li neka metoda dobra u
smislu da daje zadovoljavajuce toCna rjesenja u dovoljno kratkom vremenskom inter-
valu.

O problemu kojeg zelimo rijeSiti treba znati barem sljedece:
e postoji li njegovo rjesenje i, ako postoji, da li je jedinstveno;

e kako se rjesenija (ili rjesenje) ponasaju kada se polazni podaci malo promijene (teorija
perturbacije).

Uvod: potrebna predznanja



Numeric¢ka analiza 4

Kada se konstruira neka metoda za rjesavanje danog problema, otvara se nekoliko
pitanja:

e problem konvergencije (konvergira li niz dobivenih aproksimacija prema rjesenju);
¢ brzina konvergencije (ako niz konvergira kako to radi: linearno, kvadratno, kubno,...);

e adaptibilnost metode za posebna (paralelna, vektorska) racunala;

e slozenost metode (broj raCunskih operacija, zauze¢e memorije, prijenos podataka,
dohvat operanada,...);

e tocnost metode (koliko znaCajnih znamenaka izraCunatog rjeSenja je tocno);

e stabilnost metode (o Cemu ovisi to¢nost dobivenog rjeSenja, analiza greSaka zaokruzi-
vanja).

Uvod: potrebna predznanja
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2 Pomocnhni rezultati iz analize

TEOREM. (Teorem o meduvrijednosti) Neka je funkcija f : |a,b] — R neprekidna na
konacnom intervalu [a, b] C R. Neka su

m= inf f(x) i M= sup f(x)

a<z<b a<x<b

infimum i supremum funkcije f. Tada za svaki realni broj 5 € [m, M| postoji realni broj
« € |a, b takav da je

fla)=p.

Posebno, postoje realni brojevi z i = takvi da vrijedi

m=flz) i M=f@).

TEOREM. (Rolleov teorem) Neka je funkcija f neprekidna na nekom intervalu [a, b] C
R. Ako je f (a) = f (b) = 0iako f’ postoji na (a,b), onda je za neki £ € (a, b) ispunjeno

f'(€) =0.

Uvod: potrebna predznanja
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TEOREM. (Teorem o srednjoj vrijednosti) Neka je funkcija f : [a,b] — R neprekidna na
konacnom intervalu |a,b] C R i derivabilna na otvorenom intervalu (a, b) . Tada postoji
barem jedna tocka £ € (a, b) takva da je

f () = fla)=f"(&)(b—a).

TEOREM. (Teorem o integralnoj srednjoj vrijednosti) Neka je funkcija w : |a,b] — R
nenegativna i integrabilna na konac¢nom intervalu |a,b] C R, te neka je funkcija f
la, b] — R neprekidna na [a, b| . Tada postoji tocka ¢ € |a, b] takva da vrijedi

/f dx—f(é“)/abw(@dx-

Jedan od najvaznijinh alata u numerickoj matematici je Taylorov teorem. On nam,
naime, daje jednostavnu metodu aproksimacije funkcije pomocu polinoma. No da
bismo koristili takav pristup u aproksimaciji promatrana funkcija mora biti dovoljno
glatka.

Uvod: potrebna predznanja
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TEOREM. (Taylorov teorem) Neka funkcija f ima neprekidne derivacije do ukljucivo

redan + 1, n € Ny, naintervalu [a, b] C R. Ako su z, xg € |a, b| , onda vrijedi

f(x)=pn(x)+ Rp1 (),

gdje Je
mfR)
o) = o)+ ST
=1
1 T . n+1
R (@) =5 [ (=07 700 (a0 = C B )

za neki & koji lezi izmedu toCaka x i x.

Uvod: potrebna predznanja
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Polinom p,, nazivamo razvojem u Taylorov red funkcije f u tocCki xy. Ako je funkcija f
beskonacno derivabilna polinom p,, prelazi u red potencija s op¢im ¢lanom (z — )",
a zove se Taylorov red. Tako vrijede sljedeci razvoji u Taylorov red:

332 n n+1

2 4 2n 2n—+2
rt n T nil T
=1-"4 4 (-1 +(—=1)"" ,
ot o "l U G TV Gy e
3 5) 2n—1 2n+1
, x’ noi . T ,
— -t (=1 + (- ,
S TR T A AN e TR

N Q a\ a\ , a g
(14+x)" = 1+(1>x+<2>x +...+(n)az +<n+1><1+€>n+1oﬂ

pri Cemu toCka & leziizmedu O i x.

Uvod: potrebna predznanja
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Ponekad je problem izracunati n-tu derivaciju promatrane funkcije, i u nekim se od

takvih slucajevima mozemo koristiti ve€ poznatim razvojima u Taylorov red nekih funkcija.
Npr. da bismo razvili u Taylorov red oko nule funkciju zadanu sa

2

flz)=e™,

iskoristimo veC poznati razvoj eksponencijalne funkcije u Taylorov red oko nule stavlja-
juéi —x? umjesto x. Dobijemo
4 2n 2n+2
2 X i X
—x :1_ 2 . _1n_+ _1 TL—|—1—£7
‘ LT S A A e T

pri Cemu je £ € |—2?, 0]

Uvod: potrebna predznanja
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Da bismo dobili razvoj funkcije arctg oko nule mozemo u red

(1+2)" =1+ N+ (D244 (T [ © o
; 1 2 n n+1/)(1+ ¢
uvrstiti « = —1 i = ¢2, nakon ¢ega dobijemo
1 2 | 44 2 1
=1—t+t" — -+ (=1D)" "+ (=1)" .
1+ ¢2 i P T

Integriranjem ove jednakosti po ¢ na [0, x| dobijemo

arctg(z) =02 — —+——--- 4+ (=1)"

3 5) 2n+1

X X X

+ (—

3 5 2n + 1

dok primjena Teorema o srednjoj vrijednosti daje

za & izmeduOi z.

Uvod: potrebna predznanja
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o 1+12 2n+3 147

4 x t2n+2
1)" dt,
) /O 1+ ¢?
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Kada funkcija koju promatramo nije derivabilna Cesto nam umjesto derivacija te funkcije
mogu posluziti njene podijeljene razlike.

DEFINICIJA. Neka su xy, . .., x,, n € Ny, razliCiti realni brojevi i f realna funkcija defini-
rana na nekom intervalu koji ih sadrzi. Podijeljenu razliku n-tog reda funkcije f u
toCkama xy, . . ., z,, definiramo rekurzivno s

f[xl]:f(xl>7 i6{0717"’7n}7

f[ZCl;ZUZ; R 7$k] — f[x())ml) SR 7$k—1]
Lk — L0

flro, x1, ..., xp] = , 1€41,...,n}.

Ako je funkcija f k puta derivabilna na odgovaraju¢em intervalu, moze se pokazati da
vrijedi:

(k)
f [CCO)xl) SR 7xk] — f k'(é-))
pri Cemu tocka ¢ lezi izmedu minimuma i maksimuma skupa {xg, x1,...,2x} -

Uvod: potrebna predznanja
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Postoji poopcenje Taylorovog teorema za funkcije viSe varijabla, no nas ¢e zanimati
samo slucaj funkcije dviju varijabla. Najprije oznac¢imo s L [z, yo; x1,y1] skup svih
toCaka na pravcu odredenom tockama (g, 1) i (x1,y1), @ nalaze se izmedu tih toCaka
(kra¢e kazemo da je L [z, yo; x1, y1] Segment izmedu tih dviju toCaka).

TEOREM. (Taylorov teorem za funkciju dviju varijabla) Neka su (xg, yo) i (zo + &, 50 + 1)
dvije tocke u ravnini i neka je funkcija f : R* — R n+ 1 puta neprekidno diferencijabilna
u nekoj okolini segmenta L [z, yo; xo + &, yo + 1] . Tada je

" o 01"
flro+&yo+n) = f(i’?o,yo>+2% [f%Jﬂ?a—y] f (@, y)
k=1

1 a a n+1
+<n+1)! [€8x+n8—y] f(z,y)

za neki 0 < 0 < 1. Pri tom je (z¢+ 60&,yo + 0n) neka proizvoljna tocka segmenta
L |xo, yo; w0 + &, yo + 1) -

T—=X

Y=Yo

$:l‘o+§£

y=yo+0n

Uvod: potrebna predznanja
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Dokaz teorema bazira se na Taylorovom teoremu primjenjenom na funkciju F' jedne

varijable definiranu sa

F(t)=f (o +t§, 0 +1tn), tel0,1].

Naime, F' zadovoljava sve uvjete Taylorovog teorema i vrijedi

P —r+ L0 FO, PO, Y (6)

1! 2! n! (n+1)!
zaneki0 <6 <1.UoCimodaje

F(0) = f(zo,p0), F(1)=f(zo+&yo+1n),
prp) = ot Sy ttn) O (@0 + 18 40 + 1)

ox ' oy
. a 8 £C:£U0+t€
T [5 ax T T]ay] f (377 y) Y=yo+n :

Uvod: potrebna predznanja



Numericka analiza 14
Prisjetimo se da je npr.

[ 0 (9 202][ (xay)

2 82 82

0x 0y ' oy? '
a po analogiji s razvojem k-te potencije binoma se onda definira i

[5 +n§yrf(x,y>-

Oznaka

T=X

Y=Yo

oznacava da se sve prisutne parcijalne derivacije izvrednjavaju u tocki (xg, yo) -

Uvod: potrebna predznanja
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PRIMJER. Odredimo razvoj funkcije f zadane izrazom
X

f<x7y):§

oko tocke (z¢ yo) = (1,2) do ukljuCivo ¢lana odredenog s n = 1.

Uvod: potrebna predznanja
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RJESENJE.

16

Imamo {=x—2in=y—1,paje

T of(2,1)  9f(2,1)
1 82f (CC,y) an (Cl?,y> 82]( (Qf,y) rT=x
+ [52 PTERE + 17’ o ] o
=24+ (x—2) -1+ (y—2)(-2)
+%kx—@”o+2@—2ﬂy—wil+@—lf%ﬂ

= - 2- 5= - 2501,

pri Cemu je toCka («, 3) iz segmenta L (2,1;z,y). Ako je (x,y) blizu (2,1), onda je
L (2,1;z,y) kratak, pa je i tocka («a, ) blizu tocke (2, 1) i vrijedi

x
—~xr—2y-+2
Y

U stvari, graf funkcije z = x — 2y + 2 je ravnina tangencijalna grafu funkcije z = z/y u

todki (2,1, 2)

Uvod: potrebna predznanja
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3 Pomocni rezultati iz algebre

Uvedimo najprije osnovne oznake.
S R", n € N, oznacCit cemo skup svih jednostupcanih realnih matrica (koje jo$ nazivamo
| realnim vektorima)

R" = | | (Vie{l,...,n}) z; €R

Elemente skupa R" oznacavat é¢emo malim podebljanim latiniénim slovima (a, b, =, vy, ...

Posebno isticemo vektor komu su sve komponente jednake nuli: zovemo ga nul-vektor
| oznacavamo s 0.

Uvod: potrebna predznanja
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Realne vektore ¢emo zbrajati i mnoziti skalarima (realnim brojevima) na standardan
nacin: ako su z, y € R" i o € R, onda se definira

Uvod: potrebna predznanja

r+vy

axr

Y1

Yn
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(21 + yf

| Tn + Yn |
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Na isti nacin se definira i C" kao skup kompleksnih vektora.
Uz ovako definirane operacije zbrajanja vektora i mnozenja vektora skalarom skupovi
R™ i C" imaju cCitav niz lijepih svojstava.
Prisjetimo se da smo za realne brojeve uveli pojam apsolutne vrijednosti. Tocnije,
funkcija |-| : R — R, definirana s
—x, T <0
ol = {

xr, x>0
naziva se apsolutna vrijednost i ima svojstva:
1. |a] = 0 ako i samo ako je a = 0,
2. |ab| = |al |b],
3. la+0b| < |a| + 0|,

pri ¢emu su a, b proizvoljni realni brojevi.

Uvod: potrebna predznanja
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Slicna svojstva ima i funkcija norma koja nenegativne realne brojeve pridruzuje vek-
torima. Funkcija ||-|| : R" (ili C") — R biti ¢e norma ako ima sljede¢a svojstva :

1. |la|| > 0 za sve vektore a,

2. ||a]| = 0 ako i samo ako je a = 0,

3. ||aal| = |a|||al|| za sve vektore a i sve skalare «,
4. |la+ bl < llafl + 0]

U uporabi su naj¢esSce tri standardne norme:

1. ||lally, = \/|a1\2 + -+ |ay|?, 2-norma ili euklidska norma,

2. ||al|,, = max{|ai|,...,|a,|}, norma beskonacno,

0

3.||all; = |ai| + - - - + |an| , norma jedan,

dok je nesto opcenitija tzv. p-norma (1 < p < oo) definirana izrazom

lall, = {/laal” + -+ + Jal”

Uvod: potrebna predznanja
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Norme postoje i za matrice. Npr. ako je dana matrica

aip ag1 -+ Qip

ag1 Q22 -+ Q2
A= e

| Ap1 Ap2 -+ Anp

onda je

Al = mfb_ﬁz jaij| -

No norme matrica obi¢no zadovoljavaju i jedno dodatno svojstvo koje se tice umnoska
matrica. Za ovakvu normu beskonacno to svojstvo glasi

1AB]l < [[All 1Bl

gdje su A i B proizvoljne matrice reda n.

Uvod: potrebna predznanja
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4 Tipovi gresaka

Da bismo mogli procijeniti da li neki algoritam implementiran na racunalu izraCunava
rieSenje promatranog problema s dovoljnom to¢noS¢u najprije se moramo upoznati s
vrstama gresaka koje se pri tom javljaju.

4.1 Greske zbog polaznih aproksimacija

Ovaj tip greSaka se Cesto javlja kod rjeSavanja prakticnih problema. Ovako nastale
greSke se mogu podijeliti u tri klase: greSke modela, greSke metode i greske u polaznim
podacima.

Uvod: potrebna predznanja
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e Greske modela

Ove greske nastaju zamjenom slozenih sustava jednostavnijima koje se mogu opisati
matematiCkim modelima odnosno zapisima (primjer bi bio zanemarivanje utjecaja ot-
pora zraka na gibanje u zemaljskim uvjetima). Cesto se veé¢ postojeéi dobri modeli
zamjenjuju jednostavnijima da bi se mogle primijeniti numericke metode (npr. lin-
eariziranje nelinearnih sustava parcijalnih diferencijalnih jednadzbi). Greske modela
se mogu javiti prilikom rjeSavanja problema koji su granicni slucajevi (npr. aproksimi-
ranje vrijednosti sin x s z | kada vrijednost x nije bliska nuli). Ove greske su neuklon-
jive, a na karisniku je ocijeniti da li primjena daje dovoljno dobre rezultate.

Uvod: potrebna predznanja
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e Greske metode
Te greske nastaju kada se beskonacni procesi zamjenjuju konacnima. Takoder
nastaju kod racunanja veliCina koje su definirane pomocu limesa (derivacije, inte-
grali, granicne vrijednosti nizova,...). Velik broj numerickin metoda za aproksimi-
ranje funkcija i rjeSavanje jednadzbi je upravo ovog oblika. Greske koje nastaju zbog
zamjene beskonacnog necim konacnim obi¢no dijelimo u dvije kategorije: greske
diskretizacije i greske odbacivanja.

Uvod: potrebna predznanja
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(i) GresSke diskretizacije
Ove greske nastaju zamjenom continuuma konacnim diskretnim skupom tocaka ili
kada se beskonacno mala veliCina zamijeni nekim konkretnim malim brojem. One
nastaju i kada se derivacija zamijeni podijeljenom razlikom, integral kvadraturnom
formulom ili diferencijalna jednadzba diferencijskom jednadzbom. Mozda je naj-
jednostavniji primjer aproksimacija funkcije definirane na intervalu |a, b] funkcijom
definiranom na diskretnom skupu {z1,...,x,} C [a,b].

(i) Greske odbacivanja
Greske odbacivanja nastaju kada se beskonacni niz, red, umnozak, suma i sl.
zamijene konacnima (tj. kada odbacimo ostatak).

Uvod: potrebna predznanja
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e Greske u polaznim podacima
One imaju izvor u mjerenjima fizickih veliCina, smjestanju podataka u racunalo i
prethodnim racunanjima. No greske mjerenja i smjeStanja je puno jednostavnije
ocijeniti od greSaka koje nastaju usljed brojnih zaokruzivanja tijekom raCcunanja.

Grubo reCeno: diskretizacija je vezana za continuum (R, C) , a odbacivanje za diskretnu
(prebrojivu) beskonacnost (N, Z). Objekti koji nedostaju zbog tih zamjena tvore tip
gresSaka koji se zovu greske metode.

Uvod: potrebna predznanja
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4.2 Greske zaokruzivanja

GreSke zaokruzivanja nastaju zbog toga Sto raCunala koriste konacnu aritmetiku, ili
toCnije binarnu aritmetiku s pomiénom tockom, kod koje je unaprijed rezerviran
odredeni broj binarnih mjesta za eksponent i mantisu. Usljed toga se svaka racun-
ska operacija u kojoj sudjeluju dva broja izracunava s nekom malom greSkom (koja
moze biti i nula). Tu gresku, ako nije jednaka nula, moze se precizno ocijeniti, a nazi-
vamo je greSkom zaokruzivanja. OCito, Sto je neki algoritam slozeniji to ima viSe
racunskih operacija, a kod gotovo svake Ce se javiti greSka zaokruzivanja. Stoga se
postavlja pitanje s kojom ¢emo greSkom dobiti trazeno rijesenje?

Ovim problemom se bavi teorija greSaka zaokruzivanja, a osjetljivoScu rjeSenja prob-
lema kojeg rjeSavamo na pomake u polaznim podacima bavi se teorija perturbacije.
Njihovom uskladenom uporabom cesto je moguce procijeniti tocnost promatranog al-
goritma, a ako toCnost izraCunatih podataka ne odstupa znatno od toCnosti ulaznih,
onda govorimo o stabilnom algoritmu.

Uvod: potrebna predznanja
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Ne samo iracionalni, ve¢ i mnogi racionalni brojevi umjerene veliCine nemaju tocnu
reprezentaciju u racunalu. Ako je x neki realni broj, onda njegovu racunalnu reprezentaciju
oznacavamo s

fl(z).

ProuCavanje pokazuje da se kod svake racunske operacije u racunalu javlja greSka. To
se zapisuje u obliku

flxoy)=(roy)(l+e), |e| <u, o€ i+ =%/},

priCemu je u tzv. preciznost racunanja ili strojni u. GresSka ovisi o operandima z, y
| operaciji o, dok u ovisi o racunalu (IEEE standardu). Opcenito, ako racunalo koristi
p binarnih znamenaka u mantisi, onda vrijedi © = 277! ili v = 277 ovisno o nacinu
zaokruzivanja u racunalu.

Glavna zadaca osobe koja se bavi numerickom matematikom jest odredivanje Sto bolje
aproksimacije rjeSenja u sto kracem vremenu.

Uvod: potrebna predznanja
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4.3 Apsolutnai relativha greska

Neka je ¥ neka aproksimacija realnog broja x. Najkorisnije mjere za tocnost broja =
kao aproksimacije broja x su:
e apsolutna greska

Gaps (7) = |z — 7
e relativna greska

iz — 7]

Grel (33> —

]

koja nije definirana za z = 0.
Ako je x poznat ili mu se zna red veliCine, onda je apsolutna greSka dobra mjera udal-
jenosti aproksimacije od tocne vrijednosti. No u praksi x Cesto varira od vrlo velikih do
vrlo malih vrijednosti, pa je primjerenija mjera relativha greska. Ona ima dodatno lijepo
svojstvo da je naovisna o skaliranju,

lz — 2]  |ax — o W ER

2l laz]

Uvod: potrebna predznanja
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Relativha greSka povezana je s brojem toCnih znacajnih znamenaka neke aproksi-
macije. Znacajne znamenke su prva netrivijalna znamenka i one koje slijede iza nje u
zapisu. Npr. u broju 6.9990 imamo pet znacajnih znamenaka, a u broju 0.0832 samo tri.
Sto znadi broj toénih zna&ajnih znamenaka vidjet ¢emo kroz primjer:

r = 1.00000, 7 = 1.00499, Gre (x) =4.99 1077,
r = 9.00000, T = 8.99899, Gre (x)=1.12-10"%

Uvod: potrebna predznanja
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Evo jedne moguce definicije.

x kao aproksimacija od x ima p to¢nih znac¢ajnih znamenaka ako se 7 i  zaokruzuju
na isti broj od p znacajnih znamenaka. Zaokruziti broj na p znacajnih znamenaka
znacCi zamijeniti ga s najblizim brojem koji ima p znacCajnih znamenaka. No prema ovoj
definiciji brojevi x = 0.9949 i 7 = 0.9951 se ne slazu u dvije znacajne znamenke, a slazu
se u jednoj i u tri. Prema tome, definicija nije dobra.

Evo druge definicije.

T kao aproksimacija od = ima p to€nih znacajnih znamenaka ako je |x — z| manje od
jedne polovine jedinice u p-toj znacajnoj znamenci od x. Ova definicija implicira da se
brojevi x = 0.123 i ¥ = 0.127 slazu u dvije znaCajne znamenke, iako ¢e mnogi misliti da
se slazu u tri.

Uvod: potrebna predznanja
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Kada se radi o vektorima greske se definiraju kao

Gaps (z) = ||z — ]

a relacija

implicira da komponente z; za koje vrijedi |z;| ~ ||z|| imaju pribliZno p to€nih znacajnih

znamenaka.

Ako zelimo sve komponente vektora staviti u prvi plan onda koristimo relativhe gresSke

po komponentama, a veliCinu

@i — T

max ———
i il

nazivamo maksimalna relativna greska po komponentama.

Uvod: potrebna predznanja



Numeric¢ka analiza 33

Treba razlikovati pojam preciznosti od pojma tocnosti.

e Tocnost se odnosi na apsolutnu i relativhu greSku kojom se aproksimira trazena
veliCina.
e Preciznost je toCnost kojom se izvrSavaju osnovne racunske operacije, a u aritmetici

pomicne toCke mjerimo je pomocu u. Odredena je brojem bitova u reprezentaciji
mantise, pa se ista rijeC koristi i za taj broj bitova.

lpak, vazno je znati da preciznost ne limitira tocnost. Naime, uvijek se (uz povecanje
potroSnje raCunalnog vremena) uz neku danu preciznost moze simulirati i ve€a pre-
ciznost racunanja.

Uvod: potrebna predznanja



