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1 Uvod
Mnogi prakti�cni problemi se nakon matemati�ckog modeliranja svode na rje�avanje
diferencijalnih jednad�bi. Dok se nekim jednad�bama rje�enje mo�e eksplicitno izraz-
iti pomoću poznatih funkcija, mnogo većem broju njih se ne mo�e odrediti egzaktno
rje�enje. Takve jednad�be rje�avamo numeri�cki, a ponekad se i rje�ivim jednad�bama
mo�e br�e izra�cunati rje�enje numeri�ckim putem nego analiti�ckim postupkom.
U ovom poglavlju ćemo se upoznati s nekoliko metoda za rje�avanje obi�cnih diferen-
cijalnih jenad�bi (ODJ) oblika

y0 (x) = f (x; y (x)) ; x 2 (a; b) ;

uz dodatni po�cetni ili rubni uvjet.
Ako je uz jednad�bu zadan po�cetni uvjet y (a) = y0; onda govorimo o po�cetnom
(inicijalnom) problemu.
Ako je umjesto po�cetnog uvjeta uz jednad�bu zadan rubni uvjet

r (y (a) ; y (b)) = 0;

pri �cemu je r neka zadana funkcija, onda govorimo o rubnom problemu.
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2 Eulerova metoda
Prije nego se upoznamo općenito s jednokora�cnim metodama za rje�avanje ODJ,
pogledajmo kao ilustraciju najjednostavniju od njih: Eulerovu metodu. To je metoda
za rje�avanje po�cetnog problema oblika

y0 (x) = f (x; y (x)) ; y (a) = y0; x 2 [a; b] :

Metoda se zasniva na ideji da se y0 u jednad�bi zamjeni podijeljenom razlikom

y0 (x) =
y (x + h)� y (x)

h
+O (h) ;

pa rje�enje diferencijalne jednad�be zadovoljava jednad�bu

y (x + h) = y (x) + hy0 (x)� hO (h) = y (x) + hf (x; y (x))� hO (h)
= y (x) + hf (x; y (x)) +O

�
h2
�

�Clan �hO (h) = O
�
h2
�
za dovoljno mali h mo�emo zanemariti, pa dobijemo

y (x + h) � y (x) + hf (x; y (x)) : (1)
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O�cigledno to�cnost ove formule znatno ovisi o tomu koliku smo pogre�ku napravili odbaci-
vanjem �clana hO (h) ; pa nam je cilj h smanjivati dok ne postignemo �eljenu to�cnost.
Stoga interval [a; b] podijelimo na n jednakih djelova, te stavimo

h =
b� a
n
; xi = a + ih; i = 0; : : : ; n:

Kori�tenjem dobivene jednakosti (1) dobijemo aproksimaciju rje�enja u to�cki x1 = a+h :

y1 = y (x1) � y (x0) + hf (x0; y (x0)) = y (x0) + hf (x0; y0) :

Dobivenu aproksimaciju koristimo za ra�cunanje aproksimacije rje�enja u to�cki x2 =
a + 2h = x1 + h :

y2 � y (x1) + hf (x1; y (x1)) = y1 + hf (x1; y1) :

Ovaj postupak ponavljamo dok ne dod̄emo do kraja intervala, odnosno do xn = b:
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Opisani postupak nazivamo Eulerovom metodom i mo�emo ga kraće zapisati rekurz-
ijom

yi+1 � yi + hf (xi; yi) ; i = 0; : : : ; n� 1;

gdje je po�cetni uvjet y0 zadan kao po�cetni uvjet diferencijalne jednad�be. Dobivene
vrijednosti yi su aproksimacije rje�enja diferencijalne jednad�be u to�ckama xi:
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3 Jednokora�cne metode
Koristeći sli�cnu ideju kao u Eulerovoj metodi, diferencijalnu jednad�bu

y0 (x) = f (x; y (x)) ; y (a) = y0; x 2 [a; b]

općenito mo�emo rije�iti tako da interval [a; b] podijelimo na n jednakih podintervala
ozna�civ�i

h =
b� a
n
; xi = a + ih; i = 0; : : : ; n;

dok aproksimaciju rje�enja yi+1 u to�cki xi+1 ra�cunamo iz yi kori�tenjem aproksimacije
oblika

y (x + h) � y (x) + h� (x; y (x) ; h; f ) ;

iz �cega dobijemo rekurziju

yi+1 = yi + h� (xi; yi; h; f ) ; i = 0; : : : ; n� 1:
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Funkcija � zove se funkcija prirasta, a razli�citi izbori te funkcije de�niraju razli�cite
metode. Uo�cimo da je sama funkcija f jedan od parametara funkcije � : tako je u
Eulerovoj metodi s kojom smo se upoznali

� (x; y (x) ; h; f ) = f (x; y (x)) :

Metode oblika

yi+1 = yi + h� (xi; yi; h; f ) ; i = 0; : : : ; n� 1; (2)

nazivamo jednokora�cnimmetodama jer za aproksimaciju yi+1 koriste samo vrijednost
yi, tj. u jednom koraku dobijemo iz yi sljedeću aproksimaciju yi+1:
Da bismo pojednostavnili zapis ubuduće ćemo izostaviti parametar f iz zapisa argu-
menata funkcije �:
O odabiru funkcije � ovisi i to�cnost metode. Za o�cekivati je da ako odaberemo � tako
da aprosimacija to�cnog rje�enja y dana s

y (x + h) � y (x) + h� (x; y (x) ; h; f )

bude �to to�cnija, to će to�cnija biti i aproksimacija yi+1 vrijednosti y (xi) dana rekurzijom
(2) :
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Pogre�ku aproksimacije

y (x + h) � y (x) + h� (x; y (x) ; h; f )

danu s


 (x;h) = � (x;h)� � (x; y (x) ; h) ;

pri �cemu je y to�cno rje�enje jednad�be i

�(x;h) =
y (x + h)� y (x)

h

nazivamo lokalnom pogre�kom diskretizacije.
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Red metode odgovara njenoj to�cnosti. Općenito, za jednokora�cnu metodu ka�emo
da je reda (konzistencije) p ako je


 (x;h) = O (hp) :

�to je veći p metoda je to�cnija, a to posti�emo odgovarajućim odabirom funkcije �: Već
smo vidjeli da je npr. Eulerova metoda reda 2.
Pod to�cno�ću metode podrazumijevamo pona�anje pogre�ke

y (xi)� yi:

Da bismo pojednostavnili argumentaciju, promatrat ćemo pogre�ku u �ksiranoj to�cki y:
Ako je jednokora�cna metoda reda p; onda je

y (b)� yn = O (hp) :
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4 Runge-Kuttine metode
Najpoznatije jednokora�cne metode su zasigurno Runge-Kuttine metode. Kod ovih
metoda je funkcija prirasta � oblika

� (x; y; h) =
rX
j=1

!jkj (x; y; h) ;

gdje su funkcije kj zadane s

kj (x; y; h) = f

 
x + cjh; y + h

rX
l=1

�jlkl (x; y; h)

!
; j = 1; : : : ; r:

Broj r nazivamo brojem stadija RK metode, i on ozna�cava koliko puta moramo izvred-
njavati funkciju f u svako koraku metode. Razli�citi izbor koe�cijenata !j; cj i �jl de�nira
razli�cite RK metode.
Iz gornjeg izraza vidimo da se funkcije kj javljaju s obje strane jednad�be, tj. zadane
su implicitno: zbog toga govorimo o implicitnim RK metodama.
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Koe�cijenati !j; cj i �jl se naj�ce�će biraju tako da red metode bude �to je moguće
veći. U praksi se naj�ce�će koriste metode kod kojih je �jl = 0 za l � j: Naime, u tom
slu�caju kj mo�emo izra�cunati preko k1; : : : ; kj�1; pa su funkcije kj zadane eksplicitno.
Takve Runge-Kuttine metode nazivamo eksplicitnim RK metodama. Nadalje, obi�cno
se dodaje i uvjet

rX
j=1

�jl = cj:

Smisao ovog uvjeta bit će obja�njen kasnije.
�to se to�cno dogad̄a i kako se biraju koe�cijenti najbolje ćemo vidjeti iz jednoga prim-
jera.
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5 Primjer: Eksplicitna RK metoda s dva stadija
Pretpostavimo da za r = 2 imamo ispunjene prije spomenute uvjete na koe�cijente
�jl; tj. da se radi o eksplicitnoj metodi. Tada imamo samo jedan nepoznati koe�cijent
�jl = � i vrijedi

� (x; y; h) =
2X
j=1

!jkj (x; y; h) = !1k1 (x; y; h) + !2k2 (x; y; h) ;

k1 = k1 (x; y; h) = f (x; y) ;

k2 = k2 (x; y; h) = f (x + �h; y + �hk1) :

Razvojem k2 u Taylorov red reda 2 oko nule po varijabli h dobijemo

k2 = f + h (fx� + fy�f ) +
h2

2

�
fxx�

2 + 2fxy�
2f + fyy�

2f 2
�
+O

�
h3
�
:
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Razvoj u Taylorov red reda 3 rje�enja y diferencijalne jednad�be y0 = f ima oblik

y (x + h) = y (x)+hf+
h2

2
(fx + fyf )+

h3

6

�
fxx + 2fxyf + fyyf

2 + fy (fx + fyf )
�
+O

�
h4
�
:

Koristili smo pravila deriviranja

y00 = fx + fyf;

y000 = fxx + 2fxyf + fyyf
2 + fy (fx + fyf ) :

Sada je lokalna pogre�ka diskretizacije jednaka
y (x + h)� y (x)

h
� � (x; y (x) ; h)

=
y (x + h)� y (x)

h
� !1k1 (x; y; h) + !2k2 (x; y; h)

= (1� !1 � !2) f + h (fx + fyf )
�
1

2
� !2�

�
+h2

��
fxx + 2fxyf + fyyf

2
��1
6
� !2�

2

2

�
+
1

6
fy (fx + fyf )

�
+O

�
h3
�
:
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Da bi metoda bila reda jedan koe�cijente treba odabrati tako da se poni�ti prvi �clan u
razvoju (tj. �clan kod kojeg se javlja h0), dakle treba biti

1� !1 � !2 = 0:

Ako je jo� ispunjeno i
1

2
� !2� = 0;

metoda će bit reda dva jer će is�ceznuti �clan uz h1: Kako imamo tri nepoznanice i dvije
jednad�be, o�cito nam za dobiti jedinstveno rje�enje manjka barem jedna jednad�ba.
Uvod̄enjem slobodnog koe�cijenta t dobivamo jedno moguće parametarsko rje�enje
gornjeg sustava:

!2 = t 6= 0; !1 = 1� t; � =
1

2t
:

Uo�cimo da se t ne mo�e odabrati tako da metoda bude reda 3, tj. tako da i��cezne i
�clan uz h2:
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U posebnom slu�caju !2 = 0 radi se o metodi s jednim stadijem, i to upravo o Eulerovoj
metodi.

Za !2 = t = 1 dobijemo modi�ciranu Eulerovu metodu kod koje je

� (x; y; h) = f

�
x +

h

2
; y +

h

2
f (x; y)

�
:

Za !2 = t = 1=2 dobijemo Heunovu metodu kod koje je

� (x; y; h) =
1

2
(k1 + k2) ;

k1 = f (x; y) ;

k2 = f (x + h; y + hk1) :
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6 Eksplicitne RK metode s �cetiri stadija (RK-4
metode)

U praksi naj�ce�će susrećemo RK metode s �cetiri stadija. Odgovarajuće jednad�be koje
moraju zadovoljavati nepoznati koe�cijenti RK-4 metoda su:

!1 + !2 + !3 + !4 = 1 (R1)

!2c2 + !3c3 + !4c4 =
1

2
(R2)

!2c
2
2 + !3c

2
3 + !4c

2
4 =

1

3
(R3a)

!3c2�32 + !4 (c2�42 + c3�43) =
1

6
(R3b)
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!2c
3
2 + !3c

3
3 + !4c

3
4 =

1

4
(R4a)

!3c
2
2�32 + !4

�
c22�42 + c

2
3�43

�
=
1

12
(R4b)

!3c2c3�32 + !4 (c2�42 + c3�43) c4 =
1

8
(R4c)

!4c2�32�43 =
1

24
(R4d)

Pri tom je

c1 = 0; c2 = �21; c3 = �31 + �32; c4 = �41 + �42 + �43:
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Dakle, vidimo da (nakon sred̄ivanja) imamo 8 jednad�bi i 10 nepoznatih koe�cijenata.
Naglasimo sljedeće: ako �elimo metodu reda 1, onda treba biti ispunjen samo uvjet
(R1) ; ako �elimo metodu reda 2, onda treba biti ispunjen i uvjet (R2) ; ako �elimo
metodu reda 3, onda trebaju biti ispunjeni i uvjeti (R3a) i (R3b) i tako dalje. U najbol-
jem slu�caju imat ćemo osam jednad�bi, �to u kona�cnici znaći najmanje dva slobodna
parametra u rje�enju.
Napomenimo da metoda s �cetiri stadija (RK-4 metoda) mo�e biti najvi�e reda 4: dva
stupnja slobode iz sustava jednad�bi ne mogu se iskoristiti tako da se red metode
podigne na 5. Općenito, za metode s jednim, dva, tri ili �cetiri stadija red metode u
najboljem slu�caju odgovara broju stadija. Za metode s 5, 6 i 7 stadija najveći mogući
red je redom 4, 5 ili 6, dok je za metode s 8 ili vi�e stadija najveći mogući red barem
za dva manji od broja stadija. Upravo to je razlog �to su metode s �cetiri stadija
najpopularnije. Naime, da bismo povećali red za jedan (s 4 na 5) moramo povećati
broj stadija za dva (s 4 na 6), a to znatno uvećava slo�enost metode.

Obi�cne diferencijalne jednad�be
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7 Neke poznate RK-4 metode

7.1 Klasi �cna Runge-Kutta metoda

� =
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) ;

k1 = f (x; y) ;

k2 = f

�
x +

h

2
; y +

h

2
k1

�
;

k3 = f

�
x +

h

2
; y +

h

2
k2

�
;

k4 = f (x + h; y + hk3) :
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7.2 3/8 metoda

� =
1

8
(k1 + 3k2 + 3k3 + k4) ;

k1 = f (x; y) ;

k2 = f

�
x +

h

3
; y +

h

3
k1

�
;

k3 = f

�
x +

2h

3
; y � h

3
k1 + hk2

�
;

k4 = f (x + h; y + h (k1 � k2 + k3)) :
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7.3 Gillova metoda

� =
1

6

�
k1 +

�
2�

p
2
�
k2 +

�
2 +

p
2
�
k3 + k4

�
;

k1 = f (x; y) ;

k2 = f

�
x +

h

2
; y +

h

2
k1

�
;

k3 = f

 
x +

h

2
; y + h

p
2� 1
2

k1 + h
2�

p
2

2
k2

!
;

k4 = f

 
x + h; y � h

p
2

2
k2 + h

2 +
p
2

2
k3

!
:
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8 O koe�cijentima Runge-Kuttine metode
Iz prethodnog smo vidjeli da za RK metode s 2 i 4 stadija treba vrijeditiX

j

!j = 1

da bi one bile konzistentne s redom barem 1. To općenito vrijedi za sve RK metode, a
o tomu nam govori sljedeći teorem.

TEOREM. Runge-Kuttina metoda sa s stadija ima red konzistencije barem 1 ako i samo
ako vrijedi

sX
j=1

!j = 1:

Obi�cne diferencijalne jednad�be
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DOKAZ. Teorem srednje vrijednosti daje nam ocjene

y (x + h) = y (x) + hy0 (x) +O1
�
h2
�

i

kj = f
�
x + cjh; y + h

X
l
�jlkl

�
= f (x; y) +O2 (h) ;

pa lokalna gre�ka diskretizacije koja je dana s


 (x;h) =
y (x + h)� y (x)

h
�
X
j

!jkj

zadovoljava jednakost


 (x;h) = y0 (x) +O1 (h)�
X

j
!j (f (x; y) +O2 (h)) :
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Budući je y rje�enje diferencijalne jednad�be

y0 = f (x; y) ;

to vrijedi


 (x;h) = f (x; y) +O1 (h)�
X

j
!j (f (x; y) +O2 (h))

= f (x; y)
�
1�

X
j
!j

�
+O3 (h) :

Odavde lako slijedi tvrdnja teorema �

Obi�cne diferencijalne jednad�be
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Sljedeća zanimljivost je vezana uz odred̄ivanje koe�cijenata cj: Već smo prije spomenuli
da je uobi�cajen izbor cj =

P
l �jl: Med̄utim, ostaje pitanje da li je takav izbor najbolji?

Odgovor je da i o tomu nam govori naredni teorem.

TEOREM. Neka je RK metoda zadana s

yi+1 = yi + h

sX
j=1

ekj; ekj = f  x + ecj; y + h sX
l=1

�jlekl!
reda konzistencije ep; te neka je p red konzistencije metode zadane s

yi+1 = yi + h

sX
j=1

kj; kj = f

 
x + cj; y + h

sX
l=1

�jlkl

!
;

pri �cemu je

cj =
sX
l=1

�jl:

Tada je p � ep:
Obi�cne diferencijalne jednad�be
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9 Konvergencija jednokora�cnih metoda
U ovom odjeljku ćemo promatrati pona�anje konvergencije pribli�nog rje�enja yi do-
bivenog nekom jednokora�cnom metodom.
Ozna�cimo s Fn (a; b) prostor svih funkcija f : (a; b) � R ! R kojima su sve parci-
jalne derivacije do uklju�civo reda n neprekidne i ograni�cene. U daljnjem tekstu ćemo
pretpostavljati da je promatrana funkcija f 2 F1 (a; b) ; a s y ćemo ozna�citi egzaktno
rje�enje po�cetnog problema

y0 = f (x; y) ; y (x0) = y0; x0 2 [a; b] ; y0 2 R:

Uo�cimo da pretpostavka f 2 F1 (a; b) povla�ci egzistenciju i jedinstvenost rje�enja y na
intervalu [a; b] :
Neka � (x; y; h) de�nira jednokora�cnu metodu

yi+1 = yi + h� (xi; yi; h) ; i = 0; 1; 2; : : :

gdje je xi+1 = xi + h: Zanima nas pona�anje pogre�ke

ei = yi � y (xi) :

Obi�cne diferencijalne jednad�be
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Za �ksirani x 2 [a; b] de�niramo korak

hn =
x� x0
n

i globalnu pogre�ku diskretizacije

e (x; hn) = yn � y (x) :

Promatrat ćemo globalnu pogre�ku diskretizacije kada n!1 jer tada hn ! 0 i xn = x:

DEFINICIJA. Jednokora�cna metoda je konvergentna ako za sve x 2 [a; b] i sve f 2
F1 (a; b) vrijedi

lim
n!1

e (x; hn) = 0:

Ono �to je za nas zna�cajno jest da su sve jednokora�cne metode reda p > 0 konver-
gentne i da, �tovi�e, vrijedi

e (x; hn) = O (hpn) :

Nadalje, red globalne gre�ke diskretizacije jednak je redu lokalne gre�ke diskretizacije.
Obi�cne diferencijalne jednad�be
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LEMA. Ako brojevi �i zadovoljavaju ocjenu oblika

j�i+1j � (1 + �) j�ij +B; � > 0; B � 0; i = 0; 1; 2; : : :

onda vrijedi

j�nj � en� j�0j +
en� � 1
�

B:

DOKAZ. Iz pretpostavke leme odmah slijedi

j�nj � (1 + �)n j�0j +
h
1 + (1 + �) + � � � (1 + �)n�1

i
B

= (1 + �)n j�0j +
(1 + �)n � 1

�
B

� en� j�0j +
en� � 1
�

B;

jer je 0 � 1 + � < e� za � > �1 �

Obi�cne diferencijalne jednad�be
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TEOREM. Za dane x0 2 [a; b] i y0 2 R promatramo po�cetni problem

y0 = f (x; y) ; y (x0) = y0;

koji ima jedinstveno rje�enje y (x) : Neka je funkcija � neprekidna na skupu

G = f(x; y; h) j x 2 [a; b] ; jy � y (x)j � 
; jhj � h0g

za neke h0; 
 > 0. Nadalje, neka postoje pozitivne konstanteM i N takve da vrijedi

j� (x; y1; h)� � (x; y2; h)j �M jy1 � y2j

za sve (x; y1; h) ; (x; y2; h) 2 G i

j
 (x; h)j = j�(x; h)� � (x; y (x) ; h)j � N jhjp ; p > 0

za sve x 2 [a; b] ; h � h0: Tada postoji h 2 (0; h0] takav da za globalnu pogre�ku
diskretizacije vrijedi nejednakost

je (x; hn)j � jhnjpN
eM jx�x0j � 1

M

za sve x 2 [a; b] i hn = (x� x0) =n; n 2 N; uz jhnj � h: Ako je 
 =1 onda je h = h0:

Obi�cne diferencijalne jednad�be
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DOKAZ. Funkcija e� de�nirana s
e� (x; y; h) =

8<: � (x; y; h) ; (x; y; h) 2 G
� (x; y (x) + 
; h) ; x 2 [a; b] ; jhj � h0; y � y (x) � 

� (x; y (x)� 
; h) ; x 2 [a; b] ; jhj � h0; y � y (x) � �


je o�cigledno neprekidna na skupu

eG = f(x; y; h) j x 2 [a; b] ; y 2 R; jhj � h0g
i za sve (x; y1; h) ; (x; y2; h) 2 eG zadovoljava uvjet���e� (x; y1; h)� e� (x; y2; h)��� �M jy1 � y2j : (3)

Obi�cne diferencijalne jednad�be
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Zbog e� (x; y (x) ; h) = � (x; y (x) ; h)
takod̄er vrijedi ����(x; h)� e� (x; y (x) ; h)��� � N jhjp ; x 2 [a; b] ; jhj � h0: (4)

Pretpostavimo da jednokora�cna metoda generirana s e� de�nira aproksimacije eyi za
y (xi) ; pri �cemu je xi = x0 + ih; tj.eyi+1 = eyi + he� (xi; eyi; h) ; i = 0; 1; 2; : : :

Zbog

y (xi+1) = y (xi) + h�(xi; h)

za pogre�ku eei = eyi � y (xi) lako dobijemo rekurzivnu formulu
eei+1 = eei + h he� (x; eyi; h)� e� (x; y (xi) ; h)i + h he� (x; y (xi) ; h)��(xi; h)i :

Obi�cne diferencijalne jednad�be
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No iz (3) i (4) imamo���e� (xi; eyi; h)� e� (xi; y (xi) ; h)��� � M jeyi � y (xi)j =M jeeij ;���e� (xi; y (xi) ; h)��(xi; h)��� � N jhjp ;

pa dobivamo i rekurzivnu ocjenu

jeei+1j � (1 + jhjM) jeeij +N jhjp ; i = 0; 1; 2; : : :
pri �cemu je ee0 = ey0 � y (x0) = 0: Iz prethodne leme lako slijedi

jeeij � N jhjp eM jx�xij � 1
M

:

Obi�cne diferencijalne jednad�be
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Neka je sada x 2 [a; b] ; x 6= x0, �ksiran i h = hn = (x� x0) =n; n 2 N: Tada zbog

xn = x0 + nh = x; ee (x; hn) = een
vrijedi

jee (x; hn)j � N jhjp eM jx�x0j � 1
M

za sve x 2 [a; b] i sve hn za koje je ispunjeno jhnj � h0: Budući je jx� x0j � jb� aj i

 > 0; to postoji h 2 (0; h0] takav da je jee (x; hn)j � 
 za sve x 2 [a; b] i sve hn za koje
je ispunjeno jhnj � h0: Drugim rije�cima, za jednokora�cnu metodu generiranu funkcijom
prirasta � zbog de�nicije e� za jhj � h0 imamo ispunjeno

eyi = yi; eei = ei; e� (xi; eyi; h) = � (xi; yi; h) :
Tvrdnja teorema, dakle, slijedi za sve x 2 [a; b] i sve hn = (x� x0) =n; n 2 N; uz
jhnj � h �

Obi�cne diferencijalne jednad�be
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10 Vi�ekora�cne metode
...

Obi�cne diferencijalne jednad�be


