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1 Uvod

Mnogi prakticni problemi se nakon matematiCkog modeliranja svode na rjeSavanje
diferencijalnih jednadzbi. Dok se nekim jednadzbama rjeSenje moze eksplicitno izraz-
iti pomoc¢u poznatih funkcija, mnogo ve¢em broju njih se ne moze odrediti egzaktno
rieSenje. Takve jednadzbe rjeSavamo numericki, a ponekad se i rjeSivim jednadzbama
moze brze izraCunati rjeSenje numerickim putem nego analitickim postupkom.

U ovom poglavlju ¢emo se upoznati s nekoliko metoda za rjeSavanje obi¢nih diferen-
cijalnih jenadzbi (ODJ) oblika

Y (z) = f(z,y(x)), v €(ab),

uz dodatni pocetni ili rubni uvijet.

Ako je uz jednadzbu zadan pocetni uvjet y(a) = y,, onda govorimo o pocetnom
(inicijalnom) problemu.

Ako je umjesto pocCetnog uvjeta uz jednadzbu zadan rubni uvjet

r(y(a),y (b)) =0,

pri Cemu je r neka zadana funkcija, onda govorimo o rubnom problemu.
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2 Eulerova metoda

Prije nego se upoznamo opcenito s jednokoracnim metodama za rjeSavanje ODJ,
pogledajmo kao ilustraciju najjednostavniju od njih: Eulerovu metodu. To je metoda
za rjeSavanje pocetnog problema oblika

y'(2) = f(z,y(2), yla)=yo, € la,b].
Metoda se zasniva na ideji da se ' u jednadzbi zamjeni podijelienom razlikom

(@) = LI o),

pa rjeSenje diferencijalne jednadzZbe zadovoljava jednadzbu

y(z+h) = y(2)+hy (z) — hO (k) =y (z) + hf (2,y (z)) — hO (h)
= y(z) + hf (z,y(x)) + O (h?)

Clan —hO (k) = O (h?) za dovoljino mali h mozemo zanemariti, pa dobijemo

y(x+h)~y(x)+hf(ryz)). (1)
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Ocigledno toCnost ove formule znatno ovisi o tomu koliku smo pogresku napravili odbaci-
vanjem ¢lana hO (h), pa nam je cilj h smanijivati dok ne postignemo Zeljenu tocnost.
Stoga interval |a, b] podijelimo na n jednakih djelova, te stavimo

_b—a

h

, xri=a-+1th, 1=0,...,n.
n

Koristenjem dobivene jednakosti (1) dobijemo aproksimaciju rieSenja u tocki z; = a+h :

Y1 =y (r1) =y (T0) + hf (20, Y (T0)) = Yy (T0) + L f (20, %0) -

Dobivenu aproksimaciju koristimo za racunanje aproksimacije rjeSenja u toCki zy =
a+2h=x1+ h:

yo =y (x1) + hf (x1,y (21) = g1 + hf (21,11) -

Ovaj postupak ponavljamo dok ne dodemo do kraja intervala, odnosno do z,, = b.
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Opisani postupak nazivamo Eulerovom metodom i mozemo ga kracCe zapisati rekurz-
jjom

yz—i-l%yz—i_hf(ajzayZ)a 7::07"'777’_17

gdje je pocetni uvjet y, zadan kao pocetni uvjet diferencijalne jednadzbe. Dobivene
vrijednosti y; su aproksimacije rjeSenja diferencijalne jednadzbe u toCckama z;.
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3 Jednokoracne metode
Koristedi slicnu ideju kao u Eulerovoj metodi, diferencijalnu jednadzbu

y' (x) = f(z,y(x), y(a)=1yo, =€ la,b
opc¢enito mozemo rijesiti tako da interval [a, b] podijelimo na n jednakih podintervala
oznacivsi

_b—a

h

— ri=a+1h, 1=0,...,n,

dok aproksimaciju rjeSenja v;.; u toCki x;,; raCunamo iz y,; koriStenjem aproksimacije
oblika

y(x+h)~y(x)+hd(@y(x),h;f),

iz Cega dobijemo rekurziju

yi+1=y¢+h®(xi,y¢,h;f), 1=0,...,n— 1.

Obicne diferencijalne jednadzbe
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Funkcija & zove se funkcija prirasta, a razliCiti izbori te funkcije definiraju razliCite
metode. UoCimo da je sama funkcija f jedan od parametara funkcije ¢ : tako je u
Eulerovoj metodi s kojom smo se upoznali

O (z,y(z),h; f)=f(z,y(x)).

Metode oblika
yz-l—lzyz_'_hq)(xuyuhaf)v 2:O,,n—1, (2)

nazivamo jednokoraénim metodama jer za aproksimaciju y;,; koriste samo vrijednost
yi, 1j. U jednom koraku dobijemo iz y; sljedeCu aproksimaciju ;1.

Da bismo pojednostavnili zapis ubuduce ¢emo izostaviti parametar f iz zapisa argu-
menata funkcije o.

O odabiru funkcije ® ovisi i toCnost metode. Za ocCekivati je da ako odaberemo ¢ tako
da aprosimacija tocnog rjeSenja y dana s

y(z+h)~y(x)+hd(xy(z),h;f)

bude Sto tocnija, to ¢e tocnija biti i aproksimacija y; 1 vrijednosti y (x;) dana rekurzijom
(2).
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Pogresku aproksimacije

y(x+h)=y(x)+hd(z,y(z),h; f)

danu s
v (@ h) = Az h) — @ (z,y(x),h),
pri cemu je y toCno rjeSenje jednadzbe i

r+h)—y(x)
h
nazivamo lokalnom pogreskom diskretizacije.

N A
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Red metode odgovara njenoj tocnosti. Opcenito, za jednokoracnhu metodu kazemo
da je reda (konzistencije) p ako je

v (@ h) = O (h").

Sto je vedi p metoda je tocnija, a to postizemo odgovarajuéim odabirom funkcije ®. Veé
smo vidjeli da je npr. Eulerova metoda reda 2.
Pod to¢noS¢u metode podrazumijevamo ponasanje pogreske

Da bismo pojednostavnili argumentaciju, promatrat cemo pogresku u fiksiranoj tocki y.
Ako je jednokoracna metoda reda p, onda je

y(0) —yn =0 (h").
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4 Runge-Kuttine metode

Najpoznatije jednokoracne metode su zasigurno Runge-Kuttine metode. Kod ovih
metoda je funkcija prirasta ¢ oblika

S (z,y,h ij (x,y, h

gdje su funkcije k; zadane s

ki(x,y,h)=f <:C+cjh,y+h2aﬂkl (a:,y,h)) g =1,...,r
=1
Broj » nazivamo brojem stadija RK metode, i on oznacava koliko puta moramo izvred-
njavati funkciju f u svako koraku metode. Razliciti izbor koeficijenata w;, c; i a;; definira
razlicite RK metode.
Iz gornjeg izraza vidimo da se funkcije k; javljaju s obje strane jednadzbe, tj. zadane
su implicitno: zbog toga govorimo o implicitnim RK metodama.
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Koeficijenati w;, c¢; i aj; se najcesce biraju tako da red metode bude Sto je moguce
vecCi. U praksi se najcesce koriste metode kod kojih je aj; = 0 za [ > j. Naime, u tom
sluCaju k; mozemo izracunati preko k,, ..., k;_1, pa su funkcije k; zadane eksplicitno.
Takve Runge-Kuttine metode nazivamo eksplicitnim RK metodama. Nadalje, obi¢no
se dodaje i uvjet

r
E Oéj[ = Cj.
J=1

Smisao ovog uvjeta bit Ce objasnjen kasnije.
Sto se to¢no dogada i kako se biraju koeficijenti najbolje éemo vidjeti iz jednoga prim-
jera.
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5 Primjer: Eksplicitna RK metoda s dva stadija

Pretpostavimo da za r = 2 imamo ispunjene prije spomenute uvjete na koeficijente
o, tj. da se radi o eksplicitnoj metodi. Tada imamo samo jedan nepoznati koeficijent
aj; = o 1 vrijedi

(I)(ZC,y,h) — ij T, Yy, h _wlkl <x7y7h>+w2k2 <x7y7h>7

kl — kl <£U,y, h) f(xay)v
]{2 = ]452 (I‘,y, h) = f($+04h,y+&h]€1).
Razvojem k5, u Taylorov red reda 2 oko nule po varijabli & dobijemo

2

= f bt fyof) + 5 (fur0® + 207 + ol f?) + O ().
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Razvoj u Taylorov red reda 3 rjeSenja y diferencijalne jednadzbe ' = f ima oblik

h2 h3

Koristili smo pravila deriviranja

y” — fx+fyf7
V"' = for 2 ey f 4+ fof°+ fy (fe+ [ ).

Sada je lokalna pogreSka diskretizacije jednaka
y(@+h) -y

- — O (2,y(x),h)
— y(ﬂf‘f—h}i_y(aj) —w1k1 (a:,y, h)‘l‘kaQ (l’,y,h)
= (I—wi —w2) f+h(fo+ fyf) (%—wﬂ)

UJQOZQ

+h? (fxx+2fa:yf+fyyf2) 1_ +lfy<fx+fyf) +O(h3>'
6 2 §
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Da bi metoda bila reda jedan koeficijente treba odabrati tako da se ponisti prvi Clan u
razvoju (tj. €lan kod kojeg se javlja k"), dakle treba biti

1—w1—w2:O.

Ako je jos ispunjeno i
1

- — — ()
5 Wolx ]

metoda ¢e bit reda dva jer ¢e is¢eznuti lan uz h!. Kako imamo tri nepoznanice i dvije
jednadzbe, ocCito nam za dobiti jedinstveno rjesenje manjka barem jedna jednadzba.
Uvodenjem slobodnog koeficijenta ¢ dobivamo jedno mogucée parametarsko rjeSenje
gornjeg sustava:

1
=t#0 =1-—t = —.
W2 7& , W1 , & 9t

UocCimo da se ¢t ne moze odabrati tako da metoda bude reda 3, tj. tako da iSCezne i
&lan uz h?.
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U posebnom slucaju wy = 0 radi se o metodi s jednim stadijem, i to upravo o Eulerovoj
metodi.

Za w, =t = 1 dobijemo modificiranu Eulerovu metodu kod koje je

h

Za wy =t = 1/2 dobijemo Heunovu metodu kod koje je

1
O (x,y,h) = §(k1+/€2>,
kl — f(xay)a
kg = f(a:+h,y+hk1).

Obicne diferencijalne jednadzbe



Numeric¢ka analiza 16

6 Eksplicitne RK metode s cCetiri stadija (RK-4

metode)

U praksi najceSce susrecemo RK metode s Cetiri stadija. Odgovarajuce jednadzbe koje
moraju zadovoljavati nepoznati koeficijenti RK-4 metoda su:

Wi+ wo+wg+wy =1 (R1)
1
W9oCy + W3C3 + WyCqy = 5 (R2)
1
WaCs + W3Cs + wycq = 3 (R3a)
1
w3Caluzg + wy (Cotugr + C3013) = 6 (R3b)

Obicne diferencijalne jednadzbe
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3 3 3
WoCy + W3C3 + WyCy =

9 9 9
W3Caiz + Wy (020442 + 630443) =
W3CaC30i39 + Wy (Cotrg + 630443) Cy =

WyCo(x320643 =

§| — OO | r—\5| N

Pri tom je

c1 =0, ca= a1, 3= a3 +Q3, 4= 0y + q + 0ys.

Obicne diferencijalne jednadzbe
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Dakle, vidimo da (nakon sredivanja) imamo 8 jednadzbi i 10 nepoznatih koeficijenata.
Naglasimo sljedece: ako zelimo metodu reda 1, onda treba biti ispunjen samo uvjet
(R1), ako zelimo metodu reda 2, onda treba biti ispunjen i uvjet (R2), ako Zelimo
metodu reda 3, onda trebaju biti ispunjeni i uvjeti (R3a) i (R3b) i tako dalje. U najbol-
jem slucaju imat ¢emo osam jednadZzbi, Sto u konacnici znaci najmanje dva slobodna
parametra u rjeseniju.

Napomenimo da metoda s Cetiri stadija (RK-4 metoda) moze biti najvise reda 4. dva
stupnja slobode iz sustava jednadzbi ne mogu se iskoristiti tako da se red metode
podigne na 5. Opcenito, za metode s jednim, dva, tri ili Cetiri stadija red metode u
najboljem slucaju odgovara broju stadija. Za metode s 5, 6 i 7 stadija najveCi moguci
red je redom 4, 5 ili 6, dok je za metode s 8 ili viSe stadija najveCi moguci red barem
za dva manji od broja stadija. Upravo to je razlog sto su metode s cetiri stadija
najpopularnije. Naime, da bismo povecali red za jedan (s 4 na 5) moramo povecati
broj stadija za dva (s 4 na 6), a to znatno uvecCava slozenost metode.

Obicne diferencijalne jednadzbe
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7 Neke poznate RK-4 metode

7.1 Klasicna Runge-Kutta metoda

Obicne diferencijalne jednadzbe

1
¢ = 6(k1+2]€2+2]€3+k4),
kl — f(xay)7
h h
kQ — f<x+§7y+§k1>7

h h
ks = — —k
3 ($+27y+2 2)7

]€4 = f(:z:+h,y+hk3).
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7.2 3/8 metoda

Obicne diferencijalne jednadzbe

1
© = = (ky+ 3k + 3k + k),
kl — f(xay)a
h h
]@2 = f(x+§,y—l—§k1),
2h h
ks = f(ZE’—F?,y—gkl—Fhkg),

]{4 = f(x+h,y+h(k1—k2+/<:3)).

20
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7.3 Gillova metoda

Obicne diferencijalne jednadzbe
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8 O koeficijentima Runge-Kuttine metode

|z prethodnog smo vidjeli da za RK metode s 2 i 4 stadija treba vrijediti
D wi=1
J

da bi one bile konzistentne s redom barem 1. To opcenito vrijedi za sve RK metode, a
o tomu nam govori sljedeci teorem.

TEOREM. Runge-Kuttina metoda sa s stadija ima red konzistencije barem 1 ako i samo
ako vrijedi

iw]‘ = 1.
j=1

Obicne diferencijalne jednadzbe
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DOKAZ. Teorem srednje vrijednosti daje nam ocjene

y(x+h)=y(x)+hy (z)+ O (h2)

ki :f(x+cjh,y+hzlajzkz) = f(z,y)+ Oz (h),

pa lokalna greska diskretizacije koja je dana s

W(ﬂf;h)Iy(“h})L_y(x) —Zwﬂfj

zadovoljava jednakost

y(zh) =y () + 01 (h) = > w; (f (z,y) + Oz (h)),

J

Obicne diferencijalne jednadzbe
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Buduci je y rjeSenje diferencijalne jednadzbe

y = f(x,y),

to vrijedi

Odavde lako slijedi tvrdnja teorema W

Obicne diferencijalne jednadzbe
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Sljedeca zanimljivost je vezana uz odredivanje koeficijenata c;. Ve€ smo prije spomenuli
da je uobi€ajen izbor ¢; = ), a;;. Medutim, ostaje pitanje da li je takav izbor najbolji?
Odgovor je da i o tomu nam govori naredni teorem.

TEOREM. Neka je RK metoda zadana s

Yi+1 :yﬁth%j, %j :f <I+E},y+h2aﬂ%5>

j=1 =1

reda konzistencije p, te neka je p red konzistencije metode zadane s

y@+1:y2+hzkj7 k‘]f<$+cj,y+h2aﬂkl>,

j=1 [=1
pri cemu je
s
cj = Z Q.
I=1
Tada je p > p.

Obicne diferencijalne jednadzbe
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9 Konvergencija jednokoracnih metoda

U ovom odjeljku ¢emo promatrati ponasanje konvergencije pribliznog rijeSenja y; do-
bivenog nekom jednokoraCnom metodom.

Oznacimo s F;, (a,b) prostor svih funkcija f : (a,b) x R — R kojima su sve parci-
jalne derivacije do ukljucivo reda n neprekidne i ogranicene. U daljnjem tekstu ¢emo
pretpostavljati da je promatrana funkcija f € Fj(a,b), a s y ¢emo oznaciti egzaktno
rieSenje pocetnog problema

v =flz.y), y(@) =y, 2€lab], weR

UocCimo da pretpostavka f € Fj (a,b) povlaci egzistenciju i jedinstvenost rieSenja y na
intervalu |a, 0] .
Neka & (x,y, h) definira jednokoraCnu metodu

Yi+1 =y¢+h<1>(:1:i,yz-,h), 1=20,1,2,...
gdje je x;+1 = x; + h. Zanima nas ponasSanje pogreske

ei =Y — y(Ti).

Obicne diferencijalne jednadzbe
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Za fiksirani x € |a, b| definiramo korak

| globalnu pogresku diskretizacije
e(x,hy) =yn —y(z).
Promatrat c¢emo globalnu pogresku diskretizacije kada n — oo jertada h,, — Oix, = x.

DEFINICIJA. Jednokora¢na metoda je konvergentna ako za sve = € [a,b] i sve f €
Fi (a, b) vrijedi
lim e(x, h,) =0.

n—oo

Ono $to je za nas znacajno jest da su sve jednokoracne metode reda p > 0 konver-
gentne i da, Stovise, vrijedi

e(x,h,) = O (ht).

Nadalje, red globalne greske diskretizacije jednak je redu lokalne greske diskretizacije.

Obicne diferencijalne jednadzbe
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LEMA. Ako brojevi &; zadovoljavaju ocjenu oblika

ial <(A+90)[&]+B, §d>0, B>0, i=0,1,2,...

onda vrijedi
ndo 1

0

€

€, < e™ &) + B.

DOKAZ. |1z pretpostavke leme odmah slijedi

6 < (L4+0)" [l + |1+ (1+08)+---(1+0)""| B

(1+6)"—1

B
0

= (1+6)"|&| +
n5_1

5 )

< e ol +

jerie0<1+d<e’zad>—-1 N

Obicne diferencijalne jednadzbe
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TEOREM. Za dane x, € |a,b] i yp € R promatramo pocetni problem

v =f(z,y), y(xo)= o,
koji ima jedinstveno rjeSenje y (z) . Neka je funkcija ® neprekidna na skupu
G={(z,y,h) |z €la,b], ly—y(@)| <, |hl <ho}
za neke hg,y > 0. Nadalje, neka postoje pozitivhe konstante M | N takve da vrijedi
D (2, y1,h) — D (x, 92, h)| < M |y — vl
za sve (x,y1,h), (z,y2,h) € Gi
v (@, h)| =|A(z, h) = @ (2,y (), h)| < NIh", p>0

za sve ¢ € [a,b], h < hy. Tada postoji h € (0, hy] takav da za globalnu pogresku
diskretizacije vrijedi nejednakost

M|z—x| —1
M
zasve x € [a,b]ih, = (z—x9) /n, n€N,uz|h,| <h.Akojey=ococondajeh = hy.

e (2, )| < |hl’ N°

Obicne diferencijalne jednadzbe



Numeric¢ka analiza 30

DOKAZ. Funkcija ® definirana s

~ (I)(l‘, > <33,y, h) e
O (z,y,h) = (x,y(x)+v, h), x€lab], [h|<hy, y—y(x) =2~
<SC,y<£IZ‘> ) E[a’vb]a ‘h|§h07 y_y(x)§_7

je oCigledno neprekidna na skupu

G={(z,y,h) |z €[a,b], y€R, |h| < ho}
i zasve (x,y1,h),(z,y,h) € G zadovoljava uvjet

~ ~

q)<x7y17h)_q)($7y27h) SM’yl_y2’ (3)

Obicne diferencijalne jednadzbe
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Zbog

takoder vrijedi

~

A(x,h) =@ (z,y(x),h)| < NIL", x€la,b], [h] < ho. (4)

Pretpostavimo da jednokoracna metoda generirana s & definira aproksimacije y; za
y (x;), pri Cemu je x; = xo + ih, {j.

Vit = Ui + h® (x;, 51, h), i=0,1,2, ...
Zbog
Yy (Tit1) =y (z:) + hA (x5, h)
za pogreSku e; = y; — y (x;) lako dobijemo rekurzivnu formulu

Gon = &+ B | (2, i h) = @ @,y (), )] + B B,y (@), h) = A (i, b))

Obicne diferencijalne jednadzbe
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No iz (3) i (4) imamo

‘ ~ ~

O (i, Y, h) — @ (@i, y () , h)
D (a1 (@) h) = A (i, )

I

IA

N [h|",

pa dobivamo i rekurzivnu ocjenu
Cina| < (L+ [RI M) [E] + N [B)", i =0,1,2,..
pri Cemu je ¢y = yo — y (z9) = 0. 1z prethodne leme lako slijedi

M|z—x;| _ 1
M

& < N |hPS

Obicne diferencijalne jednadzbe
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Neka je sada x € |a,b], © # x, fiksirani h = h, = (x — xy) /n, n € N. Tada zbog

r,=x0+nh=x ¢e(x,h,) =e¢,
vrijedi
M|z—xzo| _ 1
M
za sve x € [a,b] i sve h, za koje je ispunjeno |h,| < hg. Buduéije [z — zo| < [b—al i
v > 0, to postoji h € (0, ho| takav da je |e (z, h,)| < v za sve = € [a, b] i sve h,, za koje

je ispunjeno |h,| < hy. Drugim rijecima, za jednokoracnu metodu generiranu funkcijom
prirasta ® zbog definicije ¢ za |h| < hy imamo ispunjeno

€

€ (, hn)| < N |A)°

~

@/i = Y, /é/z — €, @(.ﬁlﬁz,@,h) — @(xz,yz,h)

Tvrdnja teorema, dakle, slijedi za sve x € |a,b] i sve h, = (x —x¢) /n, n € N, uz
h, <h W

Obicne diferencijalne jednadzbe
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10 Visekoracne metode

Obicne diferencijalne jednadzbe
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