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1 Stabilnost numeri �ckog ra�cunanja
Sada ćemo se pozabaviti stabilno�ću numeri�ckih algoritama, a s �cime je usko povezana
i pouzdanost dobivenih rje�enja. Kroz primjere ćemo se upoznati s nekim nepo�eljnim
fenomenima koji se mogu pojaviti prilikom kori�tenja aritmetike ra�cunala.

1.1 Gre�ke unazad i unaprijed
Neka je f realna funkcija jedne varijable. Pretpostavimo da je u aritmetici preciznosti
u izra�cunata vrijednost y = f (x) i da ona iznosi ŷ: Kako mo�emo mjeriti kvalitetu
dobivenog ŷ kao aproksimacije to�cnog y?
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U većini slu�cajeva bit ćemo sretni ako postignemo neku malu relativnu gre�ku, no to
neće uvijek biti moguće. Umjesto toga mo�emo se zapitati: Za koji stvari skup po-
dataka smo zaista rije�ili problem? Dakle, za koji 4x vrijedi

ŷ = f (x +4x) ?

Općenito mo�e biti i vi�e takvih 4x; a nas će zanimati najveći od njih, max j4xj
(ponekad se uzima i podijeljeno s jxj). Zove se gre�ka unatrag ili povratna gre�ka.
S druge strane, apsolutna i relativna gre�ka po funkcijskoj vrijednosti zovu se gre�ke
unaprijed ili jednostavno gre�ke. Proces omed̄ivanja povratne gre�ke izra�cunatog
rje�enja zove se analiza povratne gre�ke, a motivacija za njega je dvostruka.
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� Omogućava interpretaciju gre�aka zaokru�ivanja kao gre�aka u ulaznim po-
dacima.
Podaci �cesto kriju neto�cnosti nastale usljed prethodnih ra�cunanja, nepreciznih rezul-
tata mjerenja i spremanja podataka u ra�cunalo. Ako povratna gre�ka nije veća od
polaznih neto�cnosti, onda je dobiveno rje�enje to�cno "do na ulaznu neto�cnost".

� Reducira problem omed̄ivanja gre�ke unaprijed na primjenu teorije perturbacije
za dani problem.
Naime, teorija perturbacije je dobro poznata za ve�cinu problema i va�no je da ovisi
o samom problemu, a ne o metodi koju koristimo. Kada imamo ocjenu gre�ke una-
trag rje�enja promatrane metode, onda primjenom opće teorije perturbacije za dani
problem lako dod̄emo do ocjene gre�ke unaprijed.

Analiza pogre�aka



Numeri�cka analiza 5

Metoda za ra�cunanje vrijednosti y = f (x) je stabilna unazad ili povratno stabilna
ako za svaki x producira izra�cunati ŷ s malom povratnom gre�kom, tj. ako vrijedi

ŷ = f (x +4x) (1)

za neki mali 4x: Pri tom zna�cenje izraza "mala" povratna gre�ka ovisi o kontekstu.
U na�celu, za dani problem mo�e postojati vi�e metoda rje�avanja od kojih će neke biti
povratno stabilne, a neke neće.
Npr. sve osnovne ra�cunske operacije u ra�cunalu zadovoljavaju relaciju (1), pa daju
rezultat koji je to�can za malo pomaknute ulazne podatke:

x! x (1 + �) i y ! y (1 + �) ; j�j � u:

Med̄utim, većina metoda za ra�cunanje funkcije cos ne zadovoljava relaciju (1) ; već
ne�to slabiju

ŷ +4y = cos (x +4x)

za neke male 4x i 4y:

Analiza pogre�aka



Numeri�cka analiza 6

Općenito, gre�ka u rezultatu koji se zapisuje kao

ŷ +4y = f (x +4x) ; j4xj � � jxj ; j4yj � � jyj (2)

naziva se mije�ana naprijed-nazad gre�ka.

Mo�e se reći ovako:
Izra�cunato rje�enje ŷ jedva se razlikuje od vrijednosti ŷ + 4y koja se dobije egzak-
tnim ra�cunom na ulaznoj vrijednosti x + 4x koja se jedva razlikuje od to�cne ulazne
vrijednosti x:

Algoritam je numeri �cki stabilan ako je stabilan u smislu relacije (2) s malim � i �:
Ova de�nicija se uglavnom odnosi na izra�cunavanja u kojima su gre�ke zaokru�ivanja
osnovnih aritmeti�ckih operacija dominantni oblici gre�aka. U drugim podru�cjima nu-
meri�cke analize ovaj pojam ima razli�cita zna�cenja.
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1.2 Uvjetovanost
Odnos izmed̄u gre�ke unazad i gre�ke unaprijed za neki dani problem u velikoj je mjeri
odred̄en uvjetovano�ću problema, tj. osjetljivo�ću rje�enja problema na ulazne po-
datke.

Pretpostavimo da je dano pribli�no rje�enje ŷ problema y = f (x) koje zadovoljava
relaciju

ŷ = f (x +4x) :

Ako pretpostavimo da je funkcija f dvaput neprekidno derivabilna, onda razvoj u Tay-
lorov red daje

ŷ � y = f (x +4x)� f (x) = f 0 (x)4x + f
00 (x + �4x)

2!
(4x)2 ; � 2 (0; 1) ;

i mo�emo ocijeniti desnu stranu ove jednakosti.
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Zbog
ŷ � y
y

=
f 0 (x)

f (x)
4x + f

00 (x + �4x)
2f (x)

(4x)2

imamo
ŷ � y
y

=
xf 0 (x)

f (x)

4x
x
+O (4x)2 ;

pa veli�cina

� (f ) (x) =

����xf 0 (x)f (x)

���� (3)

mjeri relativnu promjenu y za malu relativnu promjenu x:
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Zato � zovemo uvjetovanost funkcije f: Ako je f funkcija vi�e varijabla, onda se u
izrazu (3) umjesto apsolutne vrijednosti javlja norma.
Uvjetovanost slu�i za mjerenje najveće relativne promjene koja se dosti�e za neku
vrijednost broja x ili vektora x:
Na primjer, ako je f logaritamska funkcija, onda je

� (f ) (x) =
1

jln (x)j;

pa je uvjetovanost jako velika za x � 1:

Kada se gre�ke unatrag i unaprijed te uvjetovanost za neki problem de�niraju na
konzistentan na�cin, vrijedi jednostavno pravilo:

gre�ka unaprijed / uvjetovanost� gre�ka unazad:

Dakle, izra�cunato rje�enje lo�e uvjetovanog problema mo�e imati veliku gre�ku unapri-
jed. Zato se uvodi sljedeća de�nicija.
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DEFINICIJA. Ako metoda daje rje�enja s gre�kama unaprijed koja su sli�cnog reda
veli�cine kao ona koja se dobiju primjenom povratno stabilne metode, onda se za metodu
ka�e da je stabilna unaprijed.

Dakle, samametoda ne treba biti povratno stabilna da bi bila stabilna unaprijed. Povratna
stabilnost implicira stabilnost unaprijed, dok obrat ne vrijedi.
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1.3 Akumulacija gre�aka zaokru�ivanja
Rasprostranjeno je mi�ljenje da velike brzine modernih ra�cunala koja u svakoj sekundi
izvr�avaju i nekoliko milijardi ra�cunskih operacija imaju za posljedicu potencijalno ve-
like gre�ke u rezultatu. Na sreću, ta tvrdnja uglavnom nije istinita, a u rijetkim slu�caje-
vima kada dolazi do većih gre�aka u rezultatu, kriva je jedna ili tek nekoliko podmuklih
gre�aka zaokru�ivanja.

PRIMJER. Ako se a nov�canih jedinica investira na godinu dana po godi�njoj kamatnoj
stopi x, uz n ukama�civanja godi�nje, onda je vrijednost ulo�enog novca nakon jedne
godine dana formulom

Cn (x; a) = aCn (x) ; Cn (x) =
�
1 +

x

n

�n
:

Ovo je formula tzv. slo�enog ukamaćivanja. Poznato je da ako broj ukamaćivanja n
raste, onda i Cn (x) monotono raste prema vrijednosti ex: Kada n ! 1 govorimo o
neprekidnom ukamaćivanju, a ovakav se slu�caju vi�e sreće u biolo�kim i medicinskim
podru�cjima nego u bankarstvu.
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Najprije ćemo odrediti uvjetovanost za funkciju Cn: Imamo

� (Cn) (x) =

����xC 0n (x)Cn (x)

���� = ���� x

1 + x
n

���� = jxj��1 + x
n

��;
pa uvjetovanost konvergira prema jxj kada n raste (naravno, isto je i za uvjetovanost
eksponencijalne funkcije).
Prilikom izvr�avanja ra�cunskih operacija potrebnih za izra�cunavanje vrijednosti Cn (x)
u jednostrukoj preciznosti gre�ka će se pojaviti već kod izra�cunavanja vrijednosti 1 +
x=n; a potenciranjem na visoku potenciju n će se i dalje uvećavati. Naime, funkcija
potenciranja

potn (x) = x
n

nije dobro uvjetovana jer vrijedi

� (potn) (x) =
��x � nxn�1��
jxnj = n:
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1.4 Kraćenje
Kraćenje nastaje kada se oduzimaju dva bliska broja. To naj�ce�će, iako ne uvijek, ima
za posljedicu neto�can rezultat.

PRIMJER. Promotrimo funkciju f zadanu s

f (x) =
1� cos (x)

x2
:

Za x = 1:2 � 10�5 vrijednost cos (x) zaokru�ena na 10 zna�cajnih znamenki iznosi
0:9999999999; tako da je

1� cos (x) = 0:0000000001:

Dakle, aproksimacija za f
�
1:2� 10�5

�
je

10�10

1:44� 10�10 � 0:6944;

�to je o�cito jako lo�e jer je

(8x 6= 0) 0 � f (x) � 0:5:
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Iz ovoga se vidi da ni desetoroznamenkasta aproksimacija vrijednosti cos (x) nije do-
voljno to�cna da bi izra�cunata vrijednost f (x) imala barem jednu to�cnu zna�cajnu zna-
menku.

Problem je u tomu �to (iako je oduzimanje egzaktno) 1�cos (x) ima samo jednu zna�ca-
jnu znamenku, pa je rezultat iste veli�cine kao i gre�ka u cos (x) : Drugim rije�cima, oduz-
imanje podi�e zna�caj prethodne gre�ke!

U ovom primjeru se f mo�e napisati tako da se izbjegne kraćenje. Stavimo li

f (x) =
1

2

�
sin (x=2)

x=2

�2
izra�cunavanje će za isti x = 1:2 � 10�5 s desetoroznamnkastom aproksimacijom za
sin
�
1:2� 10�5

�
dati vrijednost 0:5 koja je to�can rezultat na deset zna�cajnih znamenki.

Analiza pogre�aka



Numeri�cka analiza 15

Da bismo dobili dublji uvid u fenomen kraćenja pogledajmo oduzimanje

x̂ = â� b̂

u egzaktnoj aritmetici, gdje su

â = a (1 +4a) ; b̂ = b (1 +4b) :

�Clanovi 4a i 4b su relativne gre�ke koje unosimo u ra�cun. Izraz za relativnu gre�ku
rezultata oduzimanja daje����x� x̂x

���� = �����a4a + b4b

a� b

���� � max fj4aj ; j4bjg
jaj + jbj
ja� bj :

O�cito je ograda za relativnu gre�ku visoka ako je

ja� bj � jaj + jbj ;

a to je istina kada postoji bitno kraćenje u oduzimanju. Ova analiza pokazuje da se
zbog kraćenja postojeće gre�ke ili neto�cnosti u â i b̂ povećavaju. Drugim rije�cima,
kraćenje dovodi prethodne gre�ke na vidjelo.
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Ipak, postoje situacije kada kraćenje ne�ce dovesti do lo�ih pojava, a to su npr. sljedeće:

� ulazni podaci su to�cni,
� uvjetovanost je lo�a, pa je kraćenje nu�nost,
� utjecaj kraćenja na daljnji ra�cun nije lo� (npr. kod x + (y � z) ako je x� y � z > 0);
� kraćenje gre�aka zaokru�ivanja.
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1.5 Kako dizajnirati stabilne algoritme
Najprije naglasimo da je numeri�cka stabilnost va�nija od drugih karakteristika algo-
ritma, kao �to su npr. broj ra�cunskih operacija, paralelizacija, u�teda memorije i sli�cno.
Evo nekih općih uputa:
� izbjegavati oduzimanje bliskih brojeva koji nose gre�ke
� minimizirati veli�cinu med̄urezultata u odnosu na kona�cni rezultat
� isku�avati razne formulacije istog problema
� koristiti jednostavne formule za a�uriranje tipa

nova vrijednost = stara vrijednost +mala korekcija

ako se korekcija mo�e izra�cunati na dovoljan broj zna�cajnih znamenki

� koristiti samo dobro uvjetovane transformacije
� poduzimati mjere opreza protiv prekora�cenja i potkora�cenja
� koristiti �to manje cijepanje formula u vi�e programskih linija uvod̄enjem pomoćnih
varijabla jer CPU �cesto koristi precizniju aritmetiku za operande u registrima, dok
zaokru�ivanje nastupa tek prilikom spremanja u memoriju.
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2 Osnove analize gre�aka zaokru�ivanja
U ovom dijelu ćemo se pozabaviti osnovnim alatom za analiziranje stabilnosti numer-
i�ckih algoritama. Analiza gre�aka zaokru�ivanja je, zajedno s perturbacijskom anali-
zom problema koji se rje�ava, moćan alat za analiziranje, a samim time i za dizajniranje
numeri�ckih algoritama.

Ozna�cimo s P skup negativnih potencija broja 2 koje ulaze u de�niciju preciznosti IEEE
standarda:

P =
�
2�23; 2�24; 2�52; 2�53; 2�63

	
:

Ako je n prirodni broj koji igra ulogu dimenzije vektora ili matrice, stupnja polinoma,
broja sumanada ili faktora i sl., onda ćemo pretpostaviti da vrijedi

u 2 P �! nu � 2�6:

Analiza pogre�aka



Numeri�cka analiza 19

Posljedica ovoga je da ako radimo u jednostrukoj preciznosti i koristimo bilo koji na�cin
zaokru�ivanja, maksimalna vrijednost broja n bit će (zbog 23-6=17)

217 = 131072;

a u standardnom na�cinu zaokru�ivanja prema najbli�em n će biti najvi�e

218 = 262144:

Kod dvostruke preciznosti, a pri standardnom na�cinu zaokru�ivanja prema najbli�em,

dobijemo (zbog 53-6=47)

n � 247 � 1:40737488355328� 1014;

i tako dalje za ostale elemente skupa P:

U ra�cunanju će nam koristiti sljedeća tehni�cka lema.
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LEMA. Neka je u 2 P i n takav da vrijedi nu � 2�6: Ako je j"j � u; onda vrijedi:

1. (1 + ")2 = 1 + "2; j"2j � 2:00000012u;
2. (1 + ")3 = 1 + "3; j"3j � 3:00000036u;
3. (1 + ")�1 = 1 + "01; j"01j � 1:00000012u;
4. (1 + ")�2 = 1 + "02; j"02j � 2:00000036u;
5. (1 + ")n = 1 + "n; j"nj � 1:008nu;
6. (1 + ")�n = 1 + "0n; j"0nj � 1:008nu;
7. (1 + ")

1
2 = 1 + "p;

��"p�� � 0:500000015u:
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DOKAZ. Samo kao primjer navodimo dokaz tvrdnje 2. Zbog j"j � u; u � 2�23 i

(1 + ")3 = 1 + "
�
3 + 3" + "2

�
imamo

"3 = "
�
3 + 3" + "2

�
i

j"3j �
��" �3 + 3" + "2��� = j"j ��3 + 3" + "2��

�
��3 + 3 � 2�23 + 2�46��u

� 3:00000036u

�
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ZADATAK. Neka su x; y realni brojevi za koje vrijedi

x = fl (x) ; y = fl (y) :

S kolikom će relativnom gre�kom ra�cunalo koje koristi IEEE standard izra�cunati

z =
p
x2 + y2 ?

RJE�ENJE.
Po�cetne pretpostavke trebaju biti

fl
�
x2
�
+ fl

�
y2
�
< Nmax;

min fjxj ; jyjg �
p
Nmin:

Tada mo�emo pisati:

x2 = x
 x = fl
�
x2
�
= x2 (1 + "1) ; j"1j � u

y2 = y 
 y = fl
�
y2
�
= y2 (1 + "2) ; j"2j � u:

Analiza pogre�aka



Numeri�cka analiza 23

Takod̄er, umjesto

fl
�
fl
�
x2
�
+ fl

�
y2
��
= fl

�
x2
�
� fl

�
y2
�

kraće pi�emo

fl
�
x2 + y2

�
:

Vrijedi

z2 = fl
�
x2 + y2

�
=
�
x2 + y2

�
(1 + "3) ; j"3j � u

z = fl (
p
z2) =

p
z2 (1 + "4) ; j"4j � u:
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Povezivanjem svih jednad�bi dobijemo

z =
p
x2 + y2 (1 + "4)

p
1 + "3

s
1 +

"1x2 + "2y2

x2 + y2

=
p
x2 + y2 (1 + "4)

p
1 + "3

p
1 + "5

=
p
x2 + y2 (1 + "z) ;

pri �cemu je

"5 =
"1x

2 + "2y
2

x2 + y2
; 1 + "z = (1 + "4)

p
(1 + "3) (1 + "5):
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Sada redom ocjenimo gre�ke, i to najprije "5: Kako je (npr. za "1 � "2)
"1x

2 + "2y
2

x2 + y2
=

x2

x2 + y2
"1 +

y2

x2 + y2
"2 2 ["1; "2] ;

to je

j"5j � max fj"1j ; j"2jg � u:

Sada imamo,

j"zj =
���(1 + "4)p(1 + "3) (1 + "5)� 1���

�
���(1 + u)p(1 + u) (1 + u)� 1���

= j(1 + u) (1 + u)� 1j
=
��u2 + 2u�� = u (u + 2)

� 2:00000012u

�
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2.1 Propagiranje gre�aka zaokru�ivanja
Promotrimo sada kako izvod̄enje neke ra�cunske operacije na ra�cunalu povećava pos-
tojeće gre�ke u podacima. Neka su

x̂ = x (1 + "x) ; ŷ = y (1 + "y)

podaci spremljeni u ra�cunalo koji aproksimiraju to�cne podatke x i y s pripadnim rela-
tivnim gre�kama "x i "y:

Pogledajmo redom �to se dogad̄a kod izvod̄enja osnovnih aritmeti�ckih operacija u ra�cu-
nalu s aproksimacijama brojeva x i y:

Analiza pogre�aka
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2.1.1 Mno�enje

fl (x̂ � ŷ) = (x̂ � ŷ) (1 + "�) = xy (1 + "x) (1 + "y) (1 + "�)
= xy (1 + "x + "y + "x"y + "� + �) ;

pri �cemu je j"�j � u i

j�j = j("x + "y + "x"y) "�j � j("x + "y) "�j � u (j"xj + j"yj) � 2u2:

Dakle, za dovoljno male "x i "y �clanove "x"y i � mo�emo odbaciti, pa se mo�e staviti

fl (x̂ � ŷ) � xy (1 + "x + "y + "�) :

Treba biti oprezan tek ako su "x i "y pribli�no istih modula i suprotnih predznaka jer tada
"x"y utje�ce na ukupnu gre�ku.

Analiza pogre�aka



Numeri�cka analiza 28

2.1.2 Dijeljenje

fl

�
x̂

ŷ

�
=
x̂

ŷ

�
1 + "=

�
=
x (1 + "x)

y (1 + "y)

�
1 + "=

�
=
x

y

 
1 + "x � "y � "x"y +

"2y
1 + "y

+ "= + �

!
;

pri �cemu je
��"=�� � u i

� =

 
"x � "y � "x"y + (1 + "x)

"2y
1 + "y

!
"= +

"x"
2
y

1 + "y

broj takve veli�cine da se mo�e zanemariti.
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I opet, ako "x i "y nisu pribli�no jednaki mo�emo zanemariti �clanove vi�ega reda, pa
dobijemo

fl

�
x̂

ŷ

�
=
x

y

�
1 + "x � "y + "=

�
:

Kao i kod mno�enja, nova gre�ka dijeljenja "= ima utjecaj tek na zadnju decimalu bina-

rnog prikaza kvocijenta.
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2.1.3 Zbrajanje

fl (x̂ + ŷ) = (x̂ + ŷ) (1 + "+) = [x (1 + "x) + y (1 + "y)] (1 + "+)

= (x + y)

�
1 +

x

x + y
("x + "+ + "x"+) +

y

x + y
("y + "+ + "y"+)

�
:

Ozna�cimo

fl (x̂ + ŷ) = (x + y) (1 + "s) ;

gdje je

"s =
x

x + y
("x + "+ + "x"+) +

y

x + y
("y + "+ + "y"+)

Analizirajući ovaj izraz u ovisnosti o predznacima brojeva x i y dobijemo:
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� ako je sign(x) =sign(y) ; onda je

j"sj � max fj"1j ; j"2jg + u;

� ako je sign(x) = �sign(y) ; onda problem nastupa u izrazima
x

x + y
i

y

x + y
:

Naime, ako je jxj � jyj ; onda će se gre�ke "x + "+ + "x"+ i "y + "+ + "y"+ mno�iti
s potencijalno vrlo velikim brojevima zbog x + y � 0: To je već poznati fenomen
opasnog kraćenja.
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