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1 Stabilnost numerickog racunanja

Sada ¢emo se pozabaviti stabilnoS¢u numerickih algoritama, a s ¢ime je usko povezana
| pouzdanost dobivenih rieSenja. Kroz primjere ¢emo se upoznati s nekim nepozeljnim
fenomenima koji se mogu pojaviti prilikom koristenja aritmetike racunala.

1.1 Greske unazad i unaprijed

Neka je f realna funkcija jedne varijable. Pretpostavimo da je u aritmetici preciznosti
u izraCunata vrijednost y = f(x) i da ona iznosi . Kako moZzemo mijeriti kvalitetu
dobivenog y kao aproksimacije tocnog y?
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U vecini sluCajeva bit cemo sretni ako postignemo neku malu relativhu gresSku, no to
necCe uvijek biti moguce. Umijesto toga mozemo se zapitati: Za koji stvari skup po-
dataka smo zaista rijeSili problem? Dakle, za koji Ax vrijedi

y=f(x+Ax) 7

Opcenito moze biti i viSe takvih Az, a nas ¢e zanimati najve¢i od njih, max |Ax|
(ponekad se uzima i podijeljeno s |z|). Zove se greSka unatrag ili povratna greska.
S druge strane, apsolutna i relativha greska po funkcijskoj vrijednosti zovu se greske
unaprijed ili jednostavno greske. Proces omedivanja povratne greske izraCunatog
rjeSenja zove se analiza povratne greske, a motivacija za njega je dvostruka.
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e Omogucava interpretaciju greSsaka zaokruzivanja kao gresaka u ulaznim po-
dacima.
Podaci Cesto kriju netoCnosti nastale usljed prethodnih racunanja, nepreciznih rezul-
tata mjerenja i spremanja podataka u racunalo. Ako povratna greska nije veca od
polaznih neto¢nosti, onda je dobiveno rijeSenje tocno "do na ulaznu netoénost".

e Reducira problem omedivanja greske unaprijed na primjenu teorije perturbacije
za dani problem.
Naime, teorija perturbacije je dobro poznata za vecCinu problema i vazno je da ovisi
0 samom problemu, a ne o metodi koju koristimo. Kada imamo ocjenu greSke una-
trag rjeSenja promatrane metode, onda primjenom opce teorije perturbacije za dani
problem lako dodemo do ocjene greske unaprijed.
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Metoda za raCunanje vrijednosti y = f (x) je stabilna unazad ili povratno stabilna
ako za svaki = producira izraCunati y s malom povratnom greSkom, tj. ako vrijedi

g =f(z+ Ax) (1)

za neki mali Az. Pri tom znaCenje izraza "mala" povratna greSka ovisi o kontekstu.

U nacelu, za dani problem moze postojati viSe metoda rjeSavanja od kojih ¢e neke biti
povratno stabilne, a neke nece.

Npr. sve osnovne raCunske operacije u racunalu zadovoljavaju relaciju (1), pa daju
rezultat koji je toCan za malo pomaknute ulazne podatke:

r—x(14+6) iy—y(l+9), |0 <u.

Medutim, vec€ina metoda za raCunanje funkcije cos ne zadovoljava relaciju (1), vec
nesto slabiju

g+ Ay = cos (x + Ax)

za neke male Ax i Ay.
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Opcenito, greSka u rezultatu koji se zapisuje kao

y+Ay=fle+ALx), [Dz| <], [Ayl <nlyl (2)
naziva se mijesana naprijed-nazad greska.

Moze se reci ovako:

IzraCunato rjesSenje 1 jedva se razlikuje od vrijednosti y + Ay koja se dobije egzak-
tnim racunom na ulaznoj vrijednosti x + Ax koja se jedva razlikuje od tocne ulazne
vrijednosti x.

Algoritam je numericki stabilan ako je stabilan u smislu relacije (2) s malim & i 7.
Ova definicija se uglavnhom odnosi na izraCunavanja u kojima su greSke zaokruZzivanja
osnovnih aritmetiCkih operacija dominantni oblici greSaka. U drugim podrucjima nu-
meriCke analize ovaj pojam ima razliCita znacCenja.
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1.2 Uvjetovanost

Odnos izmedu greSke unazad i greSke unaprijed za neki dani problem u velikoj je mjeri
odreden uvjetovanosSc¢u problema, tj. osjetljivoS¢u rjeSenja problema na ulazne po-
datke.

Pretpostavimo da je dano priblizno rieSenje y problema y = f (z) koje zadovoljava
relaciju

y=f(r+ Azx).

Ako pretpostavimo da je funkcija f dvaput neprekidno derivabilna, onda razvoj u Tay-
lorov red daje

" (x + O )
3]

j—y=f(r+A01)—f(2)=f(x) Lx+ (Az)*, ©€(0,1),

| mozemo ocijeniti desnu stranu ove jednakosti.
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Zbog

i—y _fla),  [@+ess)
v T rw Y
imamo
pa veli¢ina
o (e — |2 (@)
D@ =

mjeri relativnhu promjenu y za malu relativhu promjenu z.
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Zato r zovemo uvjetovanost funkcije f. Ako je f funkcija viSe varijabla, onda se u
izrazu (3) umjesto apsolutne vrijednosti javlja norma.

Uvjetovanost sluzi za mjerenje najvece relativne promjene koja se dostize za neku
vrijednost broja x ili vektora .

Na primjer, ako je f logaritamska funkcija, onda je

pa je uvjetovanost jako velika za = ~ 1.

Kada se greSke unatrag i unaprijed te uvjetovanost za neki problem definiraju na
konzistentan nacin, vrijedi jednostavno pravilo:

greSka unaprijed < uvjetovanost x greSka unazad.

Dakle, izraCunato rjeSenje loSe uvjetovanog problema moze imati veliku greSku unapri-
jed. Zato se uvodi sljedeca definicija.

Analiza pogresSaka
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DEFINICIJA. Ako metoda daje rjesenja s greSkama unaprijed koja su slicnog reda

velicine kao ona koja se dobiju primjenom povratno stabilne metode, onda se za metodu
kaze da Je stabilna unaprijed.

Dakle, sama metoda ne treba biti povratno stabilna da bi bila stabilna unaprijed. Povratna
stabilnost implicira stabilnost unaprijed, dok obrat ne vrijedi.
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1.3 Akumulacija gresaka zaokruzivanja

Rasprostranjeno je misljenje da velike brzine modernih raCunala koja u svakoj sekundi
izvrSavaju i nekoliko milijardi racunskih operacija imaju za posljedicu potencijalno ve-
like greSke u rezultatu. Na srecu, ta tvrdnja uglavnom nije istinita, a u rijetkim slucaje-
vima kada dolazi do vecCih greSaka u rezultatu, kriva je jedna ili tek nekoliko podmuklih
greSaka zaokruzivanja.

PRIMJER. Ako se a novcanih jedinica investira na godinu dana po godisnjoj kamatnoj
stopi x, uz n ukamacivanja godisnje, onda je vrijednost uloZenog novca nakon jedne
godine dana formulom

Co(w,0) = aCy(w),  Culw) = (1+ 5)

n
Ovo je formula tzv. slozenog ukamacivanja. Poznato je da ako broj ukamacivanja n
raste, onda i C), (x) monotono raste prema vrijednosti ¢”. Kada n — oo govorimo o
neprekidnom ukamacivanju, a ovakav se sluCaju viSe srece u bioloSkim i medicinskim
podrucjima nego u bankarstvu.

Analiza pogreSaka
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Najprije ¢emo odrediti uvjetovanost za funkciju C,,. Imamo
xC) (x)
Ch ()

pa uvjetovanost konvergira prema |x| kada n raste (naravno, isto je i za uvjetovanost
eksponencijalne funkcije).

Prilikom izvrSavanja racunskih operacija potrebnih za izracunavanje vrijednosti C,, ()
u jednostrukoj preciznosti greSka ¢e se pojaviti veC kod izraCunavanja vrijednosti 1 +
x/n, a potenciranjem na visoku potenciju n ¢e se i dalje uvecavati. Naime, funkcija
potenciranja

&

R (Ca) () = Ty

)

B X
C1+Z

pot, (z)=z"

nije dobro uvjetovana jer vrijedi

Analiza pogreSaka
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1.4 Kracenje

Kracenje nastaje kada se oduzimaju dva bliska broja. To najcesc¢e, iako ne uvijek, ima
za posljedicu netoCan rezultat.

PRIMJER. Promotrimo funkciju f zadanu s

1 —cos(x)

f(ﬂ?)— 2

X

Za v = 1.2 x 107 vrijednost cos () zaokruzena na 10 znacajnih znamenki iznosi
0.9999999999, tako da je

1 — cos (2) = 0.0000000001.
Dakle, aproksimacija za f (1.2 x 1077°) je

101
1.44 % 10-10

~ (.6944,
Sto je ocito jako loSe jer je
(Vx £0) 0< f(z) <0.5.
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|z ovoga se vidi da ni desetoroznamenkasta aproksimacija vrijednosti cos (x) nije do-
voljno to¢na da bi izraCunata vrijednost f (x) imala barem jednu to¢nu znacajnu zna-
menku.

Problem je u tomu $to (iako je oduzimanje egzaktno) 1 — cos (x) ima samo jednu znaca-
jnu znamenku, pa je rezultat iste veliCine kao i greSka u cos (x) . Drugim rije€ima, oduz-
imanje podize znacaj prethodne greske!

U ovom primjeru se f moze napisati tako da se izbjegne kracenje. Stavimo li
1 [sin(z/2) ?

izracunavanje ¢e za isti z = 1.2 x 107° s desetoroznamnkastom aproksimacijom za
sin (1.2 X 10_5) dati vrijednost 0.5 koja je tocan rezultat na deset znacajnih znamenki.

Analiza pogreSaka
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Da bismo dobili dublji uvid u fenomen krac¢enja pogledajmo oduzimanje
F=da—b
u egzaktnoj aritmetici, gdje su
a=a(l+A,), b=b(1+21y).

Clanovi A\, i 2\, su relativne greske koje unosimo u raéun. lzraz za relativnu gresku
rezultata oduzimanja daje

r— I —al\, + b\,
a—>b

Ocito je ograda za relativhu gresku visoka ako je

jal + [0
ja— bl

< max {| A, |}

X

ja — b < faf + 0],

a to je istina kada postoji bitno kracenje u oduzimanju. Ova analiza pokazuje da se
zbog kraCenja postojeCe greske ili netocnosti u a i b povecavaju. Drugim rijeCima,
kracenje dovodi prethodne greske na vidjelo.
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Ipak, postoje situacije kada kracenje necCe dovesti do loSih pojava, a to su npr. sljedece:
e ulazni podaci su tocni,

e uvjetovanost je loSa, pa je kracenje nuznost,

e utjecaj kraéenja na daljnji raun nije lo$ (npr. kod = + (y — z) ako je z > y ~ z > 0),

e kraCenje greSaka zaokruzivanja.

Analiza pogreSaka
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1.5 Kako dizajnirati stabilne algoritme

Najprije naglasimo da je numeriCka stabilnost vaznija od drugih karakteristika algo-
ritma, kao $to su npr. broj racunskih operacija, paralelizacija, usteda memorije i sli¢no.
Evo nekih opcih uputa:

e izbjegavati oduzimanje bliskih brojeva koji nose gresSke

e minimizirati veliCinu medurezultata u odnosu na konacni rezultat
e iskuSavati razne formulacije istog problema

e koristiti jednostavne formule za azuriranje tipa
nova vrijednost = stara vrijednost + mala korekcija

ako se korekcija moze izraCunati na dovoljan broj znacCajnih znamenki
e koristiti samo dobro uvjetovane transformacije
e poduzimati mjere opreza protiv prekoracenja i potkoracenja

e koristiti Sto manje cijepanje formula u viSe programskih linijja uvodenjem pomocnih
varijabla jer CPU cCesto koristi precizniju aritmetiku za operande u registrima, dok
zaokruzivanje nastupa tek prilikom spremanja u memoriju.

Analiza pogreSaka
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2 Osnove analize gresaka zaokruzivanja

U ovom dijelu ¢emo se pozabaviti osnovnim alatom za analiziranje stabilnosti numer-
iICkih algoritama. Analiza greSaka zaokruZzivanja je, zajedno s perturbacijskom anali-
zom problema koji se rjeSava, mocan alat za analiziranje, a samim time i za dizajniranje
numerickih algoritama.

Oznacimo s P skup negativnih potencija broja 2 koje ulaze u definiciju preciznosti IEEE
standarda:

P = {2—23 2—24 2—52 2—53 2—63} .

Ako je n prirodni broj koji igra ulogu dimenzije vektora ili matrice, stupnja polinoma,
broja sumanada ili faktora i sl., onda ¢emo pretpostaviti da vrijedi

we P — nu<2°

Analiza pogreSaka
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Posljedica ovoga je da ako radimo u jednostrukoj preciznosti i koristimo bilo koji nacin
zaokruzivanja, maksimalna vrijednost broja n bit ce (zbog 23-6=17)

217 = 131072,
a u standardnom nacinu zaokruzivanja prema najblizem n Ce biti najviSe
218 = 262144,
Kod dvostruke preciznosti, a pri standardnom nacinu zaokruzivanja prema najblizem,
dobijemo (zbog 53-6=47)
n < 287 ~ 1.40737488355328 x 10,
| tako dalje za ostale elemente skupa P.

U raCcunanju ce nam koristiti sljedeca tehniCka lema.

Analiza pogreSaka
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LEMA. Neka je v € P i n takav da vrijedi nu < 275. Ako je |¢| < u, onda vrijedi:

1+ €9, |€2‘ S 200000012u,
P =14e3 |e3] < 3.00000036u,
T=1+¢, ¢ < 1.000000124,

Analiza pogreSaka
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DOKAZ. Samo kao primjer navodimo dokaz tvrdnje 2. Zbog |e| < u, u < 273 |
(1+¢) = l+e(3+3+¢%)
imamo

83:€<3—|—3€—|—62)

es] < le(3+3c+¢e%)|=le|[3+3+¢
S ‘3—|—3'2_23—|—2_46’U
< 3.00000036w

Analiza pogreSaka
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ZADATAK. Neka su z, y realni brojevi za koje vrijedi
r=fl(z), y=flly).
S kolikom ce relativnom greSkom racunalo koje koristi IEEE standard izraCunati

z=22+y* 7

RJESENJE.
Pocetne pretpostavke trebaju biti

fl(2>+fl( )< max»
min {[z|, |y[} > v/ Nuin-
Tada mozemo pisati:

Ty = 2@z =fl(z*)=2"(14+¢e), || <wu
v = y@y=fl(Y") =y’ (1+e), [eaf <w.

Analiza pogreSaka
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Takoder, umjesto

krace piSemo

Vrijedi

Analiza pogreSaka

fLC(") + fL7)) = fL () @ fl(y)

fl (x2+y2).
= fl (x2+y2) - (x2+y2) (1+es), [es] <w
= [I(VR) = val+e), lel <u.
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Povezivanjem svih jednadzbi dobijemo

£122 + e9y?
z\/x2+y2(1+64)\/1+83\/1+ S

x? + y?
= V22 + 92 (1 +e4) V1+e3v/1 +e5
= Vot y*(l+e),

pri cemu je

2 2
E1x° + €
£5 = 1x2+y2y, 14+e,=(1+e) /(1 +e3)(1+e5)

Analiza pogreSaka
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Sada redom ocjenimo greske, i to najprije 5. Kako je (npr. za 1 < &9)

2 2

= €1+
x? + y? :1:2+y21 2+ y

81562 + 523/2 T

5€2 € [€1,69],

to je
5| < max{le], [e2]} < u.

Sada imamo,

e = |(1+e) \/(1+53)(1—|—€5)—1)

(1+u) T+ (T +u) -1
(14+u)(1+u)—1|

w4 2u| =u(u+2)

< 2.00000012u

Analiza pogreSaka
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2.1 Propagiranje gresaka zaokruzivanja

Promotrimo sada kako izvodenje neke racunske operacije na racunalu povecava pos-
tojeCe greske u podacima. Neka su

t=x(1+¢;), y=y(l+¢,)

podaci spremljeni u racunalo koji aproksimiraju toCne podatke x i y s pripadnim rela-
tivnim greskama ¢, i ¢,,.

Pogledajmo redom Sto se dogada kod izvodenja osnovnih aritmetiCkih operacija u raCu-
nalu s aproksimacijama brojeva x i y.

Analiza pogreSaka
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2.1.1 Mnozenje

fllz-g) = (@-g) (I +ex) =ay (1 +e:) (1 +ey) (1 +ex)
=a2y(l+e,+ey+e6,+ex+0a),

pricemuje e, | < u i
o] = [(e + &y +:8y) ] & |(ea +2)) 6] S ullea] + |gy)) < 202
Dakle, za dovoljno male ¢, i ¢, Clanove ¢,¢, i @« moZzemo odbaciti, pa se moze staviti

flz-9)~=ay(l+e,+¢e,+¢ex).

Treba biti oprezan tek ako su ¢, i ¢, priblizno istih modula i suprotnih predznaka jer tada
., Utjece na ukupnu gresku.

Analiza pogreSaka
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2.1.2 Dijeljenje
fz(

pri Cemu je |e/| < wi

2 2
£ € 4E
B = <5x——5y——a¢@%(1%ag / >ey+ Y

1+¢,

< | R

) - L(+e) A O
y

broj takve veliCine da se moze zanemariti.
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| opet, ako ¢, i ¢, nisu priblizno jednaki mozemo zanemariti clanove viSega reda, pa
dobijemo

A

fl (f) =£(1+5x—5y+5/).

Yy Yy
Kao i kod mnozenja, nova greska dijeljenja ¢, ima utjecaj tek na zadnju decimalu bina-

rnog prikaza kvocijenta.
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2.1.3 Zbrajanje

AN

fliz+9) = @+y)(Q+e)=[z(1+e)+y(l+e)](1+e4)

Y
= (z+ 1+ Ex +Ey T E464) + ey +er +ey€
(33 y) a:+y< + +> a:+y<y + y+)
Oznacimo
fliz+9)=(+y) (1+e,),
gdje je
X Yy
£y = (x+ ey +e8s) + (ey + e+ +€41)

_x+y Tr—+vy

Analizirajuci ovaj izraz u ovisnosti o predznacima brojeva x i y dobijemo:
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e ako je sign(x) =sign(y), onda je

es| < max {|eq], |e2]} + u,

e ako je sign(x) = —sign(y), onda problem nastupa u izrazima

x i Y

Tr+vy x+y

Naime, ako je |x| =~ |y|, onda Ce se greSke ¢, + ¢, + €,64 i €, + €4 + €, MNOZiti
s potencijalno vrlo velikim brojevima zbog » + y ~ 0. To je veC poznati fenomen
opasnog kracenja.
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