Red potencija

Red funkcija oblika

Zanaﬁ—xg ., ap € R. (1)

n=0

se naziva red potencija.

Ovdjeje f, : R = R, f,(x)=a,(x —x0)".

Svakom redu oblika (1) pridjeljuje se njegov
radijus konvergencije p € R* U {0} U {+o0} koji
se definira kao:

1
= ili
£ lim sup /| a,|

Napomena: Red potencija oblika (1) konvergira (po
to¢kama) na intervalu (xy — p, xo + p).

Teorem 16 Red potencija oblika (1) konvergira apso-
lutno i jednoliko na svakom segmentu [zg — r, ¢ + 7],
gdje je » < p, a divergira na skupu

R\ [zg — p,x0+ p| -



Primjer Odredite radijus konvergencije reda potencija

Z (x — 1)". )

n
n=1
Imamo
1 Ayt L n
a/TL = — = nt o nT—H o — 17
n an, = n—+1
pa je
1 1 1
p = = =-=1
lim sup |~z lim |G| 1
An n—00 n

Dakle, red potencija (2) konvergira na intrevalu (0, 2) ,
apsolutno i jednoliko konvergira na svakom segmentu
1 —7,1+4+7],r < 1, adivergira na skupu R \ [0,2].
Za xr = (0 imamo

S
n Y
n=1
pa red (uvjetno) konvergira. Za x = 2 imamo

©.@)

pa red divergira. Dakle, red potencija (2) konvergira
na intrevalu [0, 2) , a divergira na skupu R \ (0,2].



Taylorov red

Teorem 17 Neka funkcija f ima na intervalu (a,b)
derivaciju do n + 1 reda. Tada za proizvoljnu toCku
xo € (a,b) izasvaki z € (a,b) vrijedi

F@)=f )+ 0 @ ) + T 2+

" (n)

f <x0><3§—3}0)3—|— ‘I‘f <x)($—$0)n+Rn<$>,
3! n!
(3)
gdje je
(:U _ mo)nJrl (n+1)

R, (x) = CEE S (o + 0 (x — o)) (4)
zal <6 <1.
Napomena:

Formulu (3) nazivamo Taylorova formula, a (4)
Lagrangeov oblik ostatka.




Teorem 18 Neka funkcija f ima na intervalu (a,b)
derivacije proizvoljnog reda. Tada za proizvoljnu
to¢ku zy € (a,b) i za svaki = € (a, b) vrijedi

= ) (2 ,
f@)= )+ Y )

n

ako i samo ako niz ostataka {R, (z)} tezi prema 0 za
svaki z € (a,b).

Red potencija (5) se naziva Taylorov red ili Taylorov
razvoj funkcije f u tocCki xy.

Taylorov razvoj funkcije f u tocki xr, = 0 naziva se
MacLaurinov razvoj,

> fln)
Fa)=ro)+ 30

Teorem 19 Taylorov red elementarne funkcije f u
svakoj tocki = svog podrucja konvergencije konvergira

prema f (z).



Primjer Odredimo MacLaurinov razvoj funkcije
f (x) = cos x. Imamo:

f'(r) = —sinz = [f'(0)=0

f"(x) = —cosx = f’(O)

f"(z) = smx = f"(0)=

f(z) = cosz = f"(0) =

f'(x) = —sine = f* (O) =0
Zakljucujemo

e [0 n=2%k—1, keZ

/ <O>_{(—1)’“ n=2% keZ

pa je

1 0 5 16
4'33 + =" +—I + ...

0 0
cosx = cos( + 'x—I——:E + 'x + = Gl

1! 2! 3!

1 1, 1 = (-1)* o,
_1—533 +4'x—aaz+ 1+kz: .:1:
~1

na intervalu na kojem ovaj red konvergira.



Odredimo podrucje konvergencije reda

Y
(2k)! (2k)
k=1 k=0
Imamo
(_1)k+1
ai (—1)k A1 | k+2)!|
(2K et
(2F) @ 2%
B (2k)! B 1 0
C(2k+2)(2k+2)(2k) (2k+2)(2k+1)
pa je
1 1 (1)
p= = = | = | = +o0.
lim sup QZ—‘; klim az—‘; 0

Dakle, red konvergira na cijelom R. Sad imamo

o0 _1 k
COS T = Z ((%))! %% zasvakiz € R.
k=0

Podrucje apsolutne konvergencije moze se odrediti |
koristeCi D’Alambertov kriterij.



Za red

00 k
Z(_1> 2k
|
— (2k)!
je
(D"
fel@) = g™
pa po D’Alambertov kriteriju imamo
1 2k+2
i e @I _ ey [
k—oo | fr (@) koo g
2 . 1
= |z|” - lim =0<1,

pa red konvergira apsolutno na cijelom R, pa i kon-
vergira na cijelom R (Po Teoremu 12).

Sliéno se pokaze

sinx = x*"7- zasvakiz € R;

©.0] o0
x x :
e$=1+g —zg — zasvakiz € R;



n(l+xz) :Z x” za svakix € (—1,1].
k=0

Vidjeti slike 7, 8, 9, 10 u dodatku.

Primjer S kolikom tocnosc¢u

] 1,

—51' —|—4'ZU
aproksimira funkciju f (z) = cosx za |z| < 1. Po for-
muli (3) imamo

0 —1 0 1
cos:c—cosO+1x+?x +3:1: +4':z: + R (x)
gdje je
. Y
R5($):a~fm(0+9(:c—0)):g(—cosex), 0<0<1.

Buducije za |z| < 1

il (—cosbx)| =

[R5 ()] = G

1
o S g < 0003,

ondajeza|z| <1



P
cos:z:—l—jzc +aaz + 0.0013.

Specijalno

1 1 /1\* 1 /1\*
cosé = 1—5 (5) +Z (5) + 0.0013

= 0.8776 £ 0.0013.



S. LINEARNA ALGEBRA



5.1 Matrice

Definicija 5.1 Pravokutnu tablicu

aipz ai2 -+ Qin
ao21 Q22 -+ Q2
. . .n Y] m? n E N?
| Gm1 Am2 = Gmp |

nazivamo realnom matricom tipa m x n, ako je
a;;j € Rzasvakis =1,2,.mij=12 .. n.

Brojeve a;; nazivamo matricnim elementima; pri tom
elementi a;1, a;9, ...a;, tvore 1—ti redak, a elementi
aij, g, ...Gy; tvore j—ti stupac.

Ako je m = n onda govorimo o kvadratnoj matrici reda n.

Elementi a1, a9, ...a,, kvadratne matrice reda n
tvore glavnu dijagonalu matrice.

Ako je m = 1 onda kazemo da je matrica retcana.

Ako je n = 1 onda kazemo da je matrica stupcana.

RedcCane i stupane matrice nazivamo josS i vektori.
Skup svi matrica tipa m x n oznaCavamo sa M,, ,,.



Matrice obiCno oznacavamo velikim tiskanim slovima
npr. A, B, X, ... . Kra¢a oznaka:

A= [&ij]m,n i A= (aij)mm .

Definicija 5.2 Za dvije matrice A = [a;| |

m,mn

B = [b;j|,, kazemo da da su jednake, i piSemo
A = B, ako:

1. suistog tipa, tj. akojem =k in =1,

2. imaju jednake odgovarajuce elemente, tj. ako je
A;; = bij Za Sve Z,]

Neke matrice specijalnog oblika

Nul-matrica

Matrica Ciji su svi elementi nule naziva se nul-matrica,
neovisno o tome kojeg je tipa ili reda. Oznaka:

(00 --- 0
00 ---0




Dijagonalna matrica

Dijagonalna matrica je kvadratna matrica kojoj su svi
elementi van dijagonale jednaki 0.

_CL11 0O --- 0
0 ayp -+ 0
_Q 0o --. (|

Jedinicha matrica

Jedini¢na matrica je kvadratna matrica kojoj su svi
elementi van dijagonale jednaki 0, a na dijagonali jed-
naki 1. Oznaka:

10---0
e
00 - 1]

Napomena: JediniCnu matricu oznacavamo joSisa [,
ako joj Zzelimo naglasiti dimenziju. Nadalje, I = |d, ],
gdje je
_J L=y
s { 0, i 4]

Kroneckerov simbol.




Trokutaste matrice

Za kvadratnu matricu kazemo da je gornja trokutasta
ako su svi njeni elementi ispod glavne dijagonale jed-
naki 0.

ailz a2 -+ QAaip
0 ag -+ a9y
0 0 - ap,

Za kvadratnu matricu kazemo da je donja trokutasta
ako su svi njeni elementi iznad glavne dijagonale jed-
naki 0.

ail O O
as; az -+ 0

_anl Apg - App



Operacije s matricama

Zbrajanje matrica

Definicija 2.3 Nekasu A = [a;j],, . 1 B = [b;],, ,matrice
istog tipa. Tada je zbroj matrica A i B matrica
C=A+1B
koja je istog tipa kao matrice A i B, tako da je
C = lcij],., 9dje je
Cz’j = CLZ']' + bz’j
zasve:=1,2,..mij=12 ..n.

Svojstva:
Ako su svi zbrojevi definirani vrijedi:

1.A+ B=B+ A, (komutativhost)
2.(A+ B)+C=A+ (B+ (), (asocijativhost)
3.3J.A+40 =0+ A=A, gdje je O nul-matrica.

Mnozenje matica sa skalarom

Definicija 2.4 Umnozak realnog broja (skalara) A
s matricom A = |a;;|  definiramo kao matricu

B = [b;;], . istog tipa kao matrica A, tako da je
bij = )\CLZ']'

zasver1=1,2,..mij=12,..n. PisSemo B = \A.



Svojstva:

Ako su A, i skalari, A i B matrice istog tipa, tada je:
1.AN(A+ B) = A+ \B,

2. A4+ p) A= A+ pA,

3.0 (nA) = (M) A.

Mnozenje matica

Matrice A i B moZzemo pomnoziti samo ako su
ulancane, tj. ako matrica A ima onoliko stupaca ko-
liko B ima redaka.

Definicija 2.5 Neka su A = [a;l, , 1 B = |bjj];,
ulanCane matrice. Tada je umnozak matrica A i B
matrica C' = |¢;;| . (tipa m x n), gdje je

k
Cij = Z a@-lblj = aﬂblj + CLZ'Qij + ...+ aikbkj
[=1
zasvei1=1,2,..mij=12,..,n. PiSemo(C = AB.



Svojstva:

Neka je A skalari A, B, C, D, E matrice. Ako su sve
operacije dobro definirane, vrijedi:

1.(AB)C' = A(BC), (asocijativnost)

2. B(C+ D)= BC + BD, (distributivhost)
3.(C+D)E=CE+ DE, (distributivnost)
4. \(AB) = (M) B = A(\B)

5.1,A = Al, = A, gdje su [,,, I,, odgovarajuce
jediniéne matrice.

Transponiranje

Definicija 2.6 Neka je A = [a;;] = matrica tipa

m,

m X n. Matricu B = |b;;|  tipa n x m nazivamo

n,

transponirana matrica matrice A, ako je

bij = aji

zasvei=1,2,..mij=12 .. n. Pidemo B = A’



Svojstva:

Neka je A skalari A, B matrice. Ako su sve operacije
dobro definirane, tada je:

1 (A7) = 4,
2.(A+B)' = AT + BT,
3. (A" = AAT,

4. (AB)" = BTAT.

Kvadratnu matricu za koju je A = A’ nazivamo
Simetricna matrica.

Za kvadratnu matricu A (samo tada!) definiramo
potencije

A2% 4.4,
AP AN A

P faT&o ra

AV

Ako je f (z) = a,2? + ... + a1 + oy proizvoljan poli-
nom stupnja p, tada definiramo matricni polinom kao

FA) Y @A + ..+ an A+ aol.






