Normalna ili Gaussova razdioba

Ako je podrucje vrijednosti kontinuirane sluc¢ajne varijable X ¢itav skup R,
a funkcija gustoce je dana sa

1 1({xz—m 2
f(x)= e 3(55) , o,meR, o>0,
oV 2T

onda kazemo da X ima Normalnu razdiobu. Normalna razdioba je pot-
puno odredena s parametrima o, m, pa pisemo

X:N (m, 02).
Moze se pokazati da je u ovom slucaju
p=FE[X]=m (otekivanje),

VI[X]=0? (varijanca),

V[X] =0 (standardna devijacija).

Primjer 2.22 Ako je X : N (5, 9), to znaci da je x € (—o0, +00) i
1 _;(x—5)2
T) = ez :

M) =3 7

3

Ako je X : N (0, 1) kazemo da kontinuirana slu¢ajna varijabla X ima jed-
inénu Normalnu razdiobu, tj. = € (—o0, +00) i




Opécenito, ako je X : N (m, o?) onda je funkcija gustoce

f@) = e H )

_O' 2T

simetri¢na s obzirom na pravac x = m (pomak), a 0 ¢ ovisi spljostenje.
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Za X : N (m, 0%) imamo

Pl < X <z} = / eié(tm)de,

P{X <z} = / eié(z;m)zdx,

Pz < X} :/ ! e 3052) 4.

oV 2
T1

Medutim ovi integrali nisu elemetarno rjesivi. Ako uvedemo supstituciju

T —1m
u = s
o




T2—m
o

idu= %dﬁ, pa je

onda je u; = #=" Uy =

Pl < X <z} = 2 qu =P {us < U < uy},

P{X <z} = e 2 du =P {U < uy},

e
1 7
V2T
1 [ e
Pl < X <z} = \/T/e du=P{uw < U},
m

gdje je slucajna varijabla U : N (0, 1).
Funkciju oblika

u
1 12 _ 1 —2iu?
=g @) = [ e

Ocito vrijedi: ® (—u) = @ (u) za svaki u > 0.

Koriste¢i definiciju Gaussovog integrala, sada vjerojatnost da slucajna var-
ijjabla X : N (m, 0?) poprimi vrijednost iz bilo kojeg intervala, mozemo
izraziti pomocu njega.

Uocimo: ako je U : N (0, 1) onda je o¢ito, iz geometrijske interpretacije,

1 [ .
P{O<U} = E/e2“2du:0.5,
0

3



tj. povrsina izmedu osi u i grafa funkcije gustoce y :\/%6_%“2
.D.

za u > 0, je,
zbog simetri¢nosti, jednaka 0.5. Sliéno, P{U < 0} =0

Primjer 2.23 Imamo:

a)

Plr < X <xy} = [u:x—m’ U:N(, 1) =

g

u2
1 12
= — [ e2du=P{us <U <uy} = (%
\/%/ {1 2} ()
uy

al) 0 <uy <uy = (%) = ® (ug) — P (u1);
a2) u1 <0,0<uy = (%) =P (—u1) + P (ug);
a3) w Sy <0 = (¥) = (—w) = @ (—w);

b)

P{X <z} = {u:x—m, U:N(, 1) =

o

= \/Lz_w / e 2 du =P {U < uy} = (%)

c)

Plo < X} = [u:x_m, U:N(©, 1)] =

g

1 [ i
= E/e_2“du:73{u1<U}:(***)

cl) 0<u; = (x*xx)=05—P(uy);
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c2) uy <0 = (x*xx) =05+ D (—uy);

Primjer 2.24 Ako je X : N (20, 16) odredite ocekivanje E [X], varijancu
V[X], te P{X < 15}.

Rjesenje: Imamo m = 20, 02 = 16, paje 0 = 4, up = E[X] = m = 20,
V [X] = 0% = 16. Odredimo P {X < 15} . Uvedimo supstituciju

— 20 15 — 20
x4 Uy = = —1.25, U:N(0, 1)| =

P{X <15} = |u= 1

= P{U < —-1.25} =0.5— & (1.25) = 0.5 — 0.3964 = 0.1054.

Primjer 2.25 Ako je X : N (m, 0?) odredimo:
a) P{u—o<X<pu+o},
b) P{u—20 <X <pu+20},
c) P{u—3c <X <u+3o}.

Funkcija gustoce je

]. r—m 2
f(x)= e‘%(T) ,
oV2m
ocekivanje = E [X] = m, varijanca V [X] = 0%, a o standardna devijacija.
Supstitucijom *~* = u, dobivamo

a)
Plp—oc<X<pu+o}=[U:N(0,1), p=m]=

m—o—m m-+oc—m
:73{—<U<—
o o

}:P{—1<U<1}:

= 2@ (1) = 2-0.34134 = 0.68268

b)
Plu—20< X <pu+20}=[U:N(0,1), p=m]=
— 97 — 29 —
:p{u<U<w}:p{_2<U<2}:
g g

=24 (2) = 2-0.47725 = 0.95450



Plu—3c<X<pu+3c}=[U:N(0,1), u=m]=

ZP{W<U<W}ZP{_3<U<3}:

=26 (3) = 2-0.49865 = 0.99730

Komentar: vjerojatnost da ¢e slu¢ajna varijabla X : N (m, o?) poprimiti
vrijednosti:

a) iz intervala (u — o, p+ o) (interval oko ocekivane vrijednosti p $irine
20 (o—stand. dev.)) je 0.68268 ili oko 68.27% vrijednosti od X pada

uinterval (u—o, p+0);

b) iz intervala (1 — 20, u+ 20) (interval oko ocekivane vrijednosti u Sirine
40) je 0.95450 ili oko 95.45% vrijednosti od X pada u interval (u — 20, p+ 20);

¢) iz intervala (u — 30, p + 30) (interval oko ocekivane vrijednosti i Sirine
60) je 0.99730 ili oko 99.73% vrijednosti od X pada uinterval (1 — 30, u+ 30).

Svojstva a), b), c¢) uocio je Gauss.

Ako kod mjerenja nastaju pogreske koje se pokoravaju zakonu Normalne
razdiobe, gdje pogreskom smatramo odstupanje od prosjeka (oc¢ekivanja) p,
tj. veli¢inu x — u, onda su male pogreske (po apsolutnoj vrijednosti), ”¢este”,



a velike "rijetke”.

v 0157
0.13757
01257
0.11257
0.17
0.08757
0.0757

Drugim rijecima, pogreske koje su vece od 20 imaju vjerojatnost manju od
0.05 (5%), a one vete od 30 imaju vjerojatnost manju od 0.003 (0.3%) .
Ovo bi znacilo da npr. u 1000 mjerenja pogreska (po apsolutnoj vrijed-
nosti) premasuje veli¢inu 30 samo u 3 mjerenja. prakticki skoro sve pogreske
¢e se nalaziti izmedu —30 i 30. Ova osobina Normalne razdiobe naziva se
pravilo tri sigme.

Aproksimacija Binomne razdiobe Normalnom

Neka je X : B(n,p). Tada je

R(X)={0,1,2,...,n},

p(z)= (Z)pmq”‘””,
E[X]=np, VI[X]=npg.

Ako je n jako velik (n >> 0) i p &~ 0.5, onda je moguée Binomnu razdiobu



aproksimirati Normalnom razdiobom N (m, ¢2), gdje je m = np i o? = npq,
tj. tada je
B (n,p) = N (np, npq).

Aproksimacija ¢e biti dobra ako je:

1 n
D) wa <r <3

2) npg > 9.

Ako su zadovoljeni uvjeti 1) i 2), onda je

p(z) = (Z)pxq"x ~Py{r—05<X <z+0.5},

2

Psf{r; < X <uxzo} = Z (Z)pzq”_m ~ Py{r1 —05< X <zy+0.5},

r=x1

n

Pe{r < X} = Z <Z)p$q"x ~ Py {x1 — 0.5 < X},

T

P{X <y} = Z (n>p"’“"q"m ~ Py {X <x3+0.5}.
=0



Primjer 2.26 Neka je X : B(100, 0.3). Odredite:
a) P {20 < X < 40},
b) P{20 < X < 40},
c) P{20 < X <40},
d) P{30 < X},
e) Ps{X < 25}.

Rjesenje:
a)
Pp{20 < X <40} =Pp{X =20} +Pp{X =21} + ... + Pp{X =40} =

= (100> (0.3)*(0.7)"* ¢+ ..+ <100) (0.3)(0.7)"°% =

20 40
40
100
=> < ) (0.3)" (0.7)"°"
=20 X

Vidimo da je ovo vrlo "naporno" za racunati. Bududéi je:

1) L =1 ~0.00999 < 0.3 < 1% ~ .99,

n+1 101 101

2) npq =100-0.3-0.7 =21 > 9,

onda je moguce Binomnu razdiobu aproksimirati Normalnom razdiobom.
Buduéi je np = 30 i npg = 21 onda je B (100, 0.3) ~ N (30,21), pa imamo:



Ps{20 < X <40} ~ Py {20 — 0.5 < X <40+ 0.5} =

z — 30
V21

}zPN{—2.2913<U<2.2913}:

:73/\/{19.5<X<40.5}=[u: , U:N(0,1)] =

5 {19.5—30 40530
MUV o)
~ Py {—2.29 < U < 2.29} = 2 ®(2.29) = 2 - 0.48899 = 0.977 98,
b)
Ps{20 < X <40} =Pp{21 < X <39} =
xz — 30
V21

} = Py {20731 < U < 2.0731} =

%PN{21—0.5<X<39+0.5}_|:U_ , U:N(0,1)| =

{20.5—30 cU < 39.5 — 30
S UG /21
~Py{-2.07T<U <207} =2-®(2.07) = 2-0.48077 = 0.961 54.

Ps{20 < X <40} = P {21 < X <40} ~

z — 30
V21

}:PN{—2.0731 <U<22913} =

mPN{21—0.5<X<40+0.5}:lu: , U:N(0,1)] =

:PN{20.5—30 40530
V21 V21
~ Pa{—2.07 < U < 2.29} = & (2.07) + @ (2.29) = 0.48077 + 0.49861 = 0.979 38.
d)
Ps{30 < X} =Ps{31 < X}~ Py {31 -05< X} =

x — 30 30.5 — 30
= = L, U N, =P —————— < U =Ppy{010911 < U} =~
{u 51 ( )} /\/{ 51 } /\f{ }

=Pn{011 < U} =05—P(0.11) = 0.5 — 0.04380 = 0.456 2
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Pp{X <25} = Pa{X <24} ~ Py {X <24+ 05} =

x — 30 24.5 - 30
=222 vivoy| = e {u <222y }

~ Py {U < —1.2} = 0.5 — & (0.12) = 0.5 — 0.38493 = 0.11507

Primjer 2.28 Vjerojatnost rodenja djecaka je priblizno jednaka 0.515. Ko-
lika je vjerojatnost da medu 10000 novorodene djece bude vise (ili jednako)
djevojcica?

Rjesenje: Definirajmo dogadaj A: roden je djecak. Onda je dogadaj A : nije
roden je djecak, tj. rodena je djevojcica. Sada se, 10000 novorodene djece
moze predociti nizom
A A A A A A
10000

Definirajmo sluc¢ajnu varijablu X : broj rodenih dje¢aka medu 10000 novorodene
djece. Tada je X : B(10000, 0.515). Trazena vjerojatnost onda je

4999

Ps{X < 5000} = Pg{X <4999} = > (
=0

10000
T

) (0.515)" - (0.485)"0%%0~*

Vidimo da je ovo vrlo "naporno" za racunati.

Bududi je:
1) n%l = ﬁ ~9.999 x 1075 < 0.515 < % ~ 0.9999,

2) npg = 10000 - 0.515 - 0.485 = 2497.75 > 9,
onda je moguce Binomnu razdiobu aproksimirati Normalnom razdiobom.
Buduéi je np = 5150 i npg = 2497. 75 onda je
B (10000, 0.515) ~ N (5150, 2497.75),

pa imamo:

Pe{X <4999} ~ Py {X < 4999 + 0.5} = Py {X < 4999.5} =

z — 30 4999.5 — 5150
= |u= CUN(O)] =Py du <« 22000
/21 ( )} N { V/2497.75 }

= Py {U < =3.0114} ~ Py {U < —3.01} = 0.5 — ®(3.01) = 0.5 — 0.49869 = 0.001 31.

11



Prilagodavanje teoretske razdiobe empirickim podacima

Statisticki podaci koje dobivamo mjerenjem velicine X (numerickog statis-
tickog obiljezja) ¢ine skup empiriékih podataka, a njihova distribucija je
empiricka distribucija (raspodjela frekvencija).

Proucavanjem empirickih distribucija pokazalo se da postoje zakoni, tj. anal-
iticki izrazi, koji, u nekim slucajevima sasvim dobro aproksimiraju dane em-
piricke podatke. Takav analiticki izraz, ako postoji za neku empiricku dis-
tribuciju, predstavlja onda teoretsku distribuciju.

Prilagoditi teoretsku distribuciju frekvenciju empirickim podacima zapravo
znaci nac¢i analiticki izraz na osnovi kojeg svakoj numerickoj vrijednosti sta-
tistickog obiljezja X, odnosno svakom razredu, s empirickom frekvencijom f,,
mozemo izracunati pripadnu teoretsku frekvenciju f;,. Pri tome ¢emo sluca-
jnu varijablu tretirati kao statisticko obiljezje, a matematicko oc¢ekivanje kao
aritmeticku sredinu.

Napomena: Za sve empiricke podatke nije moguce naci odgovarajuce teo-
retske zakone. Mi ¢emo pokazati kako se Binomna, Poissonova i Normalna
razdioba prilagodavaju empirickim podacima.

Prilagodavanje Binomne razdiobe

Binomna razdioba B (n, p) je jednoznacno odredena parametrima n ip. Zbog
toga najprije, iz statistickih podataka, odredujemo ta dva parametra. Iz
definicije Binomne razdiobe vidimo da je n najveta moguca vrijednost koju
moze poprimiti slucajna varijabla X (R(X) = {0, 1,...,n}). Dakle, n je
teoretski najveca vrijednost koju moze poprimiti diskretno statisticko obil-
jezje X, pa se n ne mora podudarati s najvecom vrijednoscu za X empirickih
podataka. Buduéi je ocekivanje kod Binomne razdiobe E [X] = np, onda,
zamjenom FE [X] s aritmetickom sredinom Z, imamo:

3|8

r=np — p=

Nakon sto smo odredili veli¢ine n i p, teoretske frekvencije ratunamo po
formuli

ftz:Np(x)a
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gdje je N ukupan broj statistickih podataka, a p (x) vjerojatnost po Binom-
noj razdiobi B (n, p), tj.

n xTr N—I
p(ﬂf)z(x)pq , g=1-p.

Primjer 2.29 Kontrolor kontrolira proizvodnju tako s§to u jednakim vremen-
skim razmacima uzima uzorak od 20 proizvoda i zabiljezi broj neispravnih
proizvoda u uzorku. Nakon 100 kontrola dobio je sljedece podatke:

broj neispravinih proizvoda uuzorkuxz | 0 | 1 | 2 | 3 | 4|5
frekvencija f, 1412527123 |73 |1

Prilagodite Binomnu razdiobu empirickim podacima i nadite teoretske frekven-
cije. Za koju vrijednost z—a imamo najvec¢e odstupanje teoretske od empir-
icke frekvencije.

Rjesenje: Definirajmo dogadaj A: proizvod je neispravan. Onda je dogadaj
A : proizvod nije neispravan. Sada se, uzorak od 20 proizvoda moze se
predociti nizom

A A A A A A

20

Definirajmo sluc¢ajnu varijablu X : broj neispravnih proizvoda u uzorku.
Sada je teoretski

R(X)={0,1,2,...,20} = n = 20.

6
Treba nam T = ~ Y.  f,.
=0

0 14 0 0.1216 12.16
1 25 25 0.2701 27.01
2 27 o4 0.2852 28.52
3 23 69 0.1901 19.01
4 7 28 0.0898 8.98
5t 3 15 0.0319 3.19
6 1 6 0.0089 0.89

| IN=>=100]> =197 ][> =0.9976 | > =99.76
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Sada je, uz identifikaciju £ [X]| = np = Z, imamo

1.97
= ——=0.0985~0.1
20

3|8

6
1 197
T — — $:_:1 —
! N;xf oo~ T =R

Dakle, X : 5(20, 0.1), pa vjerojatnosti p (x) imamo u tablicama ili ih rac¢u-
namo kao

p(z) = (20> (0.1)" (0.9)" ™, ¢g=1-01=09,

Xz

za x =0,1,...,6, ili pomoc¢u rekurzivne formule.
Za vrijednost x = 3 imamo najvete odstupanje

Ag - ’fg - ft3’ = 3.99

teoretske od empiricke frekvencije. Ovdje je
E[X] = np=1.97,

VIX] = npg=197-0.9=1.773.

Prilagodavanje Poissonove razdiobe

Zelimo li nekom empirickom skupu podataka, za koji naslu¢ujemo da se
pokorava Poissonovom zakonu, prilagoditi teoretsku Poissonovu razdiobu,
potrebno je odrediti veli¢inu m (jer je Poissonova razdioba P,, jednoznacno
odredena s parametrom m).
Buduéi je za X : P, ocekivanje F [X| = m, onda za m uzimamo aritmeticku
sredinu 7, tj.

m=x.

Teoretske frekvencije ra¢unamo po formuli

ftx:Np<m)7

gdje je N ukupan broj podataka, a p (x) vjerojatnost po Poissonovoj razdiobi
Pins t].

—m

p(r) = g

14



Primjer 2.30 Empirickim podacima zadanim u tablici

x |0 |1 [2 |3]4|5
f- 199139146 |2]|1

prilagodite Poissonovu razdiobu. Kolika je o¢ekivana vrijednost E[z] i vari-
janca V[z]? Izracunajte pripadne teoretske frekvencije, te vjerojatnost da x
poprimi vrijednost ve¢u od 1.

RjeSenje:
T fm xfx p(%) ft:}c:121'p(x>
0 59 0 | 0.44933 54,37
0 39 39 | 0.35946 13.49
2 i1 28 | 0.14379 17.40
3 6 18 | 0.03834 1,64
1 2 8 | 0.00767 0.93
5 1 5 | 000123 0.15
L N=Y =203 =98] | |
g e B8 80002 ~ 0.8 = m

N 121

X :Pogs = Elz]=V][z] =m=0.8

Dakle, X : Pys, pa vjerojatnosti p (x) imamo u tablicama ili ih ra¢unamo kao

zax =0,1,...,5 (ili pomo¢u rekurzivne formule). Sada je

te
Pl{r>2}=1-P{r =0} -P{r=1} =0.19121.
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