
Normalna ili Gaussova razdioba

Ako je podruµcje vrijednosti kontinuirane sluµcajne varijable X µcitav skup R;
a funkcija gustoće je dana sa

f (x) =
1

�
p
2�
e�

1
2(

x�m
� )

2

; �; m 2 R; � > 0;

onda kaµzemo da X ima Normalnu razdiobu. Normalna razdioba je pot-
puno odre�ena s parametrima �; m, pa pi�emo

X : N
�
m; �2

�
:

Moµze se pokazati da je u ovom sluµcaju

� = E [X] = m (oµcekivanje),

V [X] = �2 (varijanca),p
V [X] = � (standardna devijacija).

Primjer 2.22 Ako je X : N (5; 9), to znaµci da je x 2 (�1;+1) i

f (x) =
1

3
p
2�
e�

1
2(

x�5
3 )

2

:

Ako je X : N (0; 1) kaµzemo da kontinuirana sluµcajna varijabla X ima jed-
inµcnu Normalnu razdiobu, tj. x 2 (�1;+1) i

f (x) =
1p
2�
e�

1
2
x2 :

Ova funkcija je parna pa joj je graf simetriµcan s obzirom na y�os

y = 1p
2�
e�

1
2
x2

1



Općenito, ako je X : N (m; �2) onda je funkcija gustoće

f(x) =
1

�
p
2�
e�

1
2(

x�m
� )

2

simetriµcna s obzirom na pravac x = m (pomak), a o � ovisi spljo�tenje.

f (x) = 1
3
p
2�
e�

1
2(

x�5
3 )

2

Za X : N (m; �2) imamo

P fx1 < X < x2g =

x2Z
x1

1

�
p
2�
e�

1
2(

x�m
� )

2

dx;

P fX < x2g =

x2Z
�1

1

�
p
2�
e�

1
2(

x�m
� )

2

dx;

P fx1 < Xg =

1Z
x1

1

�
p
2�
e�

1
2(

x�m
� )

2

dx:

Me�utim ovi integrali nisu elemetarno rje�ivi. Ako uvedemo supstituciju

u =
x�m
�

;

2



onda je u1 = x1�m
�
, u2 = x2�m

�
i du = 1

�
dx; pa je

P fx1 < X < x2g =
1p
2�

u2Z
u1

e�
1
2
u2du = P fu1 < U < u2g ;

P fX < x2g =
1p
2�

u2Z
�1

e�
1
2
u2du = P fU < u2g ;

P fx1 < X < x2g =
1p
2�

1Z
u1

e�
1
2
u2du = P fu1 < Ug ;

gdje je sluµcajna varijabla U : N (0; 1) :
Funkciju oblika

� (u) =
1p
2�

uZ
0

e�
1
2
u2du; u > 0;

nazivamo Gaussov integral (vrijednosti za � (u) nalazimo u tablicama).

y = 1p
2�
e�

1
2
u2 ; � (u) =

uR
0

1p
2�
e�

1
2
u2du

Oµcito vrijedi: � (�u) = � (u) za svaki u > 0:
Koristéci de�niciju Gaussovog integrala; sada vjerojatnost da sluµcajna var-
ijabla X : N (m; �2) poprimi vrijednost iz bilo kojeg intervala, moµzemo
izraziti pomoću njega.

Uoµcimo: ako je U : N (0; 1) onda je oµcito, iz geometrijske interpretacije,

P f0 < Ug = 1p
2�

1Z
0

e�
1
2
u2du = 0:5;
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tj. povr�ina izme�u osi u i grafa funkcije gustoće y = 1p
2�
e�

1
2
u2 za u > 0; je,

zbog simetriµcnosti, jednaka 0:5: Sliµcno, P fU < 0g = 0:5:

Primjer 2.23 Imamo:

a)

P fx1 < X < x2g =

�
u =

x�m
�

; U : N (0; 1)

�
=

=
1p
2�

u2Z
u1

e�
1
2
u2du = P fu1 < U < u2g = (�)

a1) 0 � u1 � u2 =) (�) = � (u2)� � (u1) ;
a2) u1 � 0; 0 � u2 =) (�) = � (�u1) + � (u2) ;
a3) u1 � u2 � 0 =) (�) = � (�u1)� � (�u2) ;

b)

P fX < x2g =

�
u =

x�m
�

; U : N (0; 1)

�
=

=
1p
2�

u2Z
�1

e�
1
2
u2du = P fU < u2g = (��)

b1) 0 � u2 =) (��) = 0:5 + � (u1) ;
b2) u2 � 0 =) (��) = 0:5� � (�u1) ;

c)

P fx1 < Xg =

�
u =

x�m
�

; U : N (0; 1)

�
=

=
1p
2�

1Z
u1

e�
1
2
u2du = P fu1 < Ug = (� � �)

c1) 0 � u1 =) (� � �) = 0:5� � (u1) ;
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c2) u1 � 0 =) (� � �) = 0:5 + � (�u1) ;

Primjer 2.24 Ako je X : N (20; 16) odredite oµcekivanje E [X] ; varijancu
V [X] ; te P fX < 15g.

Rje�enje: Imamo m = 20; �2 = 16; pa je � = 4; � = E [X] = m = 20;
V [X] = �2 = 16: Odredimo P fX < 15g : Uvedimo supstituciju

P fX < 15g =

�
u =

x� 20
4

; u2 =
15� 20
4

= �1: 25; U : N (0; 1)

�
=

= P fU < �1: 25g = 0:5� � (1:25) = 0:5� 0:3964 = 0:1054:

Primjer 2.25 Ako je X : N (m; �2) odredimo:

a) P f�� � < X < �+ �g ;

b) P f�� 2� < X < �+ 2�g ;

c) P f�� 3� < X < �+ 3�g :
Funkcija gustoće je

f (x) =
1

�
p
2�
e�

1
2(

x�m
� )

2

;

oµcekivanje � = E [X] = m; varijanca V [X] = �2; a � standardna devijacija.
Supstitucijom x�m

�
= u; dobivamo

a)

P f�� � < X < �+ �g = [U : N (0; 1) ; � = m] =

= P
�
m� � �m

�
< U <

m+ � �m
�

�
= P f�1 < U < 1g =

= 2� (1) = 2 � 0:34134 = 0:68268

b)

P f�� 2� < X < �+ 2�g = [U : N (0; 1) ; � = m] =

= P
�
m� 2� �m

�
< U <

m+ 2� �m
�

�
= P f�2 < U < 2g =

= 2� (2) = 2 � 0:47725 = 0:95450
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c)

P f�� 3� < X < �+ 3�g = [U : N (0; 1) ; � = m] =

= P
�
m� 3� �m

�
< U <

m+ 3� �m
�

�
= P f�3 < U < 3g =

= 2� (3) = 2 � 0:49865 = 0:99730

Komentar: vjerojatnost da će sluµcajna varijabla X : N (m; �2) poprimiti
vrijednosti:

a) iz intervala (�� �; �+ �) (interval oko oµcekivane vrijednosti � �irine
2� (��stand. dev.)) je 0:68268 ili oko 68:27% vrijednosti od X pada
u interval (�� �; �+ �) ;

b) iz intervala (�� 2�; �+ 2�) (interval oko oµcekivane vrijednosti � �irine
4�) je 0:95450 ili oko 95:45% vrijednosti odX pada u interval (�� 2�; �+ 2�) ;

c) iz intervala (�� 3�; �+ 3�) (interval oko oµcekivane vrijednosti � �irine
6�) je 0:99730 ili oko 99:73% vrijednosti odX pada u interval (�� 3�; �+ 3�) :

Svojstva a), b), c) uoµcio je Gauss.
Ako kod mjerenja nastaju pogre�ke koje se pokoravaju zakonu Normalne
razdiobe, gdje pogre�kom smatramo odstupanje od prosjeka (oµcekivanja) �,
tj. veliµcinu x��; onda su male pogre�ke (po apsolutnoj vrijednosti), �µceste�,
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a velike �rijetke�.

Drugim rijeµcima, pogre�ke koje su véce od 2� imaju vjerojatnost manju od
0:05 (5%) ; a one véce od 3� imaju vjerojatnost manju od 0:003 (0:3%) :
Ovo bi znaµcilo da npr. u 1000 mjerenja pogre�ka (po apsolutnoj vrijed-
nosti) prema�uje veliµcinu 3� samo u 3 mjerenja. praktiµcki skoro sve pogre�ke
će se nalaziti izme�u �3� i 3�: Ova osobina Normalne razdiobe naziva se
pravilo tri sigme.

Aproksimacija Binomne razdiobe Normalnom

Neka je X : B (n; p) : Tada je

R (X) = f0; 1; 2; :::; ng ;

p (x) =

�
n

x

�
pxqn�x;

E [X] = np; V [X] = npq:

Ako je n jako velik (n >> 0) i p � 0:5; onda je mogúce Binomnu razdiobu
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aproksimirati Normalnom razdiobom N (m; �2) ; gdje je m = np i �2 = npq;
tj. tada je

B (n; p) � N (np; npq) :

Aproksimacija će biti dobra ako je:

1) 1
n+1

< p < n
n+1
;

2) npq > 9:

Ako su zadovoljeni uvjeti 1) i 2), onda je

p (x) =

�
n

x

�
pxqn�x � PN fx� 0:5 < X < x+ 0:5g ;

PB fx1 � X � x2g =
x2X
x=x1

�
n

x

�
pxqn�x � PN fx1 � 0:5 < X < x2 + 0:5g ;

PB fx1 � Xg =
nX

x=x1

�
n

x

�
pxqn�x � PN fx1 � 0:5 < Xg ;

PB fX � x2g =
x2X
x=0

�
n

x

�
pxqn�x � PN fX < x2 + 0:5g :
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Primjer 2.26 Neka je X : B (100; 0:3) : Odredite:

a) P f20 � X � 40g ;

b) P f20 < X < 40g ;

c) P f20 < X � 40g ;

d) P f30 < Xg ;

e) PB fX < 25g :

Rje�enje:

a)

PB f20 � X � 40g = PB fX = 20g+ PB fX = 21g+ :::+ PB fX = 40g =

=

�
100

20

�
(0:3)20 (0:7)100�20 + :::+

�
100

40

�
(0:3)40 (0:7)100�40 =

=
40X
x=20

�
100

x

�
(0:3)x (0:7)100�x

Vidimo da je ovo vrlo "naporno" za raµcunati. Budúci je:

1) 1
n+1

= 1
101
� 0:009 99 < 0:3 < 100

101
� 0:99;

2) npq = 100 � 0:3 � 0:7 = 21 > 9;

onda je mogúce Binomnu razdiobu aproksimirati Normalnom razdiobom.
Budúci je np = 30 i npq = 21 onda je B (100; 0:3) � N (30; 21) ; pa imamo:
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a)

PB f20 � X � 40g � PN f20� 0:5 < X < 40 + 0:5g =

= PN f19:5 < X < 40:5g =
�
u =

x� 30p
21

; U : N (0; 1)

�
=

= PN
�
19:5� 30p

21
< U <

40:5� 30p
21

�
= PN f�2: 291 3 < U < 2: 291 3g =

� PN f�2: 29 < U < 2: 29g = 2 � � (2: 29) = 2 � 0:48899 = 0:977 98:

b)

PB f20 < X < 40g = PB f21 � X � 39g �

� PN f21� 0:5 < X < 39 + 0:5g =
�
u =

x� 30p
21

; U : N (0; 1)

�
=

= PN
�
20:5� 30p

21
< U <

39:5� 30p
21

�
= PN f�2:073 1 < U < 2:073 1 g =

� PN f�2: 07 < U < 2: 07g = 2 � � (2: 07) = 2 � 0:48077 = 0:961 54:

c)

PB f20 < X � 40g = PB f21 � X � 40g �

� PN f21� 0:5 < X < 40 + 0:5g =
�
u =

x� 30p
21

; U : N (0; 1)

�
=

= PN
�
20:5� 30p

21
< U <

40:5� 30p
21

�
= PN f�2:073 1 < U < 2: 291 3 g =

� PN f�2: 07 < U < 2: 29g = �(2: 07) + � (2: 29) = 0:48077 + 0:49861 = 0:979 38:

d)

PB f30 < Xg = PB f31 � Xg � PN f31� 0:5 < Xg =

=

�
u =

x� 30p
21

; U : N (0; 1)

�
= PN

�
30:5� 30p

21
< U

�
= PN f0:109 11 < Ug �

= PN f0:11 < Ug = 0:5� � (0:11) = 0:5� 0:04380 = 0:456 2
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e)

PB fX < 25g = PB fX � 24g � PN fX < 24 + 0:5g=

=

�
u =

x� 30p
21

; U : N (0; 1)

�
= PN

�
U <

24:5� 30p
21

�
= PN fU < �1: 200 2g �

� PN fU < �1: 2g = 0:5� � (0:12) = 0:5� 0:38493 = 0:115 07

Primjer 2.28 Vjerojatnost ro�enja djeµcaka je pribliµzno jednaka 0:515: Ko-
lika je vjerojatnost da me�u 10000 novoro�ene djece bude vi�e (ili jednako)
djevojµcica?

Rje�enje: De�nirajmo doga�aj A: ro�en je djeµcak. Onda je doga�aj �A : nije
ro�en je djeµcak, tj. ro�ena je djevojµcica. Sada se, 10000 novoro�ene djece
moµze predoµciti nizom

A; �A; �A; A; :::; A; �A| {z }
10000

:

De�nirajmo sluµcajnu varijabluX : broj ro�enih djeµcaka me�u 10000 novoro�ene
djece. Tada je X : B (10000; 0:515) : Traµzena vjerojatnost onda je

PB fX < 5000g = PB fX � 4999g =
4999X
x=0

�
10000

x

�
(0:515)x � (0:485)10000�x :

Vidimo da je ovo vrlo "naporno" za raµcunati.
Budúci je:

1) 1
n+1

= 1
10001

� 9: 999� 10�5 < 0:515 < 10000
10001

� 0:999 9;

2) npq = 10000 � 0:515 � 0:485 = 2497: 75 > 9;

onda je mogúce Binomnu razdiobu aproksimirati Normalnom razdiobom.
Budúci je np = 5150 i npq = 2497: 75 onda je

B (10000; 0:515) � N (5150; 2497: 75) ;

pa imamo:

PB fX � 4999g � PN fX < 4999 + 0:5g = PN fX < 4999:5g =

=

�
u =

x� 30p
21

; U : N (0; 1)

�
= PN

�
U <

4999:5� 5150p
2497: 75

�
= PN fU < �3: 011 4g � PN fU < �3: 01g = 0:5� � (3: 01) = 0:5� 0:49869 = 0:001 31:
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Prilago�avanje teoretske razdiobe empiriµckim podacima

Statistiµcki podaci koje dobivamo mjerenjem veliµcine X (numeriµckog statis-
tiµckog obiljeµzja) µcine skup empiriµckih podataka, a njihova distribucija je
empiriµcka distribucija (raspodjela frekvencija).

Prouµcavanjem empiriµckih distribucija pokazalo se da postoje zakoni, tj. anal-
itiµcki izrazi, koji, u nekim sluµcajevima sasvim dobro aproksimiraju dane em-
piriµcke podatke. Takav analitiµcki izraz, ako postoji za neku empiriµcku dis-
tribuciju, predstavlja onda teoretsku distribuciju.

Prilagoditi teoretsku distribuciju frekvenciju empiriµckim podacima zapravo
znaµci náci analitiµcki izraz na osnovi kojeg svakoj numeriµckoj vrijednosti sta-
tistiµckog obiljeµzjaX, odnosno svakom razredu, s empiriµckom frekvencijom fx,
moµzemo izraµcunati pripadnu teoretsku frekvenciju ftx: Pri tome ćemo sluµca-
jnu varijablu tretirati kao statistiµcko obiljeµzje, a matematiµcko oµcekivanje kao
aritmetiµcku sredinu.

Napomena: Za sve empiriµcke podatke nije mogúce náci odgovarajúce teo-
retske zakone. Mi ćemo pokazati kako se Binomna, Poissonova i Normalna
razdioba prilago�avaju empiriµckim podacima.

Prilago�avanje Binomne razdiobe

Binomna razdioba B (n; p) je jednoznaµcno odre�ena parametrima n i p. Zbog
toga najprije, iz statistiµckih podataka, odre�ujemo ta dva parametra. Iz
de�nicije Binomne razdiobe vidimo da je n najvéca mogúca vrijednost koju
moµze poprimiti sluµcajna varijabla X (R(X) = f0; 1; :::; ng). Dakle, n je
teoretski najvéca vrijednost koju moµze poprimiti diskretno statistiµcko obil-
jeµzje X; pa se n ne mora podudarati s najvécom vrijedno�́cu za X empiriµckih
podataka. Budúci je oµcekivanje kod Binomne razdiobe E [X] = np; onda,
zamjenom E [X] s aritmetiµckom sredinom �x; imamo:

�x = np =) p =
�x

n
:

Nakon �to smo odredili veliµcine n i p; teoretske frekvencije raµcunamo po
formuli

ftx = N � p (x) ;
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gdje je N ukupan broj statistiµckih podataka, a p (x) vjerojatnost po Binom-
noj razdiobi B (n; p), tj.

p (x) =

�
n

x

�
pxqn�x; q = 1� p:

Primjer 2.29 Kontrolor kontrolira proizvodnju tako �to u jednakim vremen-
skim razmacima uzima uzorak od 20 proizvoda i zabiljeµzi broj neispravnih
proizvoda u uzorku. Nakon 100 kontrola dobio je sljedéce podatke:

broj neispravinih proizvoda u uzorku x 0 1 2 3 4 5 6
frekvencija fx 14 25 27 23 7 3 1

Prilagodite Binomnu razdiobu empiriµckim podacima i na�ite teoretske frekven-
cije. Za koju vrijednost x�a imamo najvéce odstupanje teoretske od empir-
iµcke frekvencije.

Rje�enje: De�nirajmo doga�aj A: proizvod je neispravan. Onda je doga�aj
�A : proizvod nije neispravan. Sada se, uzorak od 20 proizvoda moµze se
predoµciti nizom

A; �A; �A; A; :::; A; �A| {z }
20

:

De�nirajmo sluµcajnu varijablu X : broj neispravnih proizvoda u uzorku.
Sada je teoretski

R(X) = f0; 1; 2; :::; 20g =) n = 20:

Treba nam �x = 1
N

6P
x=0

xfx:

x fx xfx p (x) ftx = 100 � p (x)
0 14 0 0:1216 12:16
1 25 25 0:2701 27:01
2 27 54 0:2852 28:52
3 23 69 0:1901 19:01
4 7 28 0:0898 8:98
5 3 15 0:0319 3:19
6 1 6 0:0089 0:89

N =
P
= 100

P
= 197

P
= 0:9976

P
= 99:76
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Sada je, uz identi�kaciju E [X] = np � �x; imamo

�x =
1

N

6X
x=0

xfx =
197

100
= 1:97 =) p =

�x

n
=
1:97

20
= 0:098 5 � 0:1

Dakle, X : B (20; 0:1) ; pa vjerojatnosti p (x) imamo u tablicama ili ih raµcu-
namo kao

p (x) =

�
20

x

�
(0:1)x (0:9)n�x ; q = 1� 0:1 = 0:9:

za x = 0; 1; :::; 6; ili pomoću rekurzivne formule.
Za vrijednost x = 3 imamo najvéce odstupanje

�3 = jf3 � ft3j = 3:99

teoretske od empiriµcke frekvencije. Ovdje je

E [X] = np = 1:97;

V [X] = npq = 1:97 � 0:9 = 1: 773:

Prilago�avanje Poissonove razdiobe

µZelimo li nekom empiriµckom skupu podataka, za koji nasluµcujemo da se
pokorava Poissonovom zakonu, prilagoditi teoretsku Poissonovu razdiobu,
potrebno je odrediti veliµcinu m (jer je Poissonova razdioba Pm jednoznaµcno
odre�ena s parametrom m).
Budúci je za X : Pm oµcekivanje E [X] = m; onda za m uzimamo aritmetiµcku
sredinu �x; tj.

m = �x:

Teoretske frekvencije raµcunamo po formuli

ftx = N � p (x) ;

gdje je N ukupan broj podataka, a p (x) vjerojatnost po Poissonovoj razdiobi
Pm, tj.

p (x) =
mx

x!
e�m:
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Primjer 2.30 Empiriµckim podacima zadanim u tablici

x 0 1 2 3 4 5
fx 59 39 14 6 2 1

prilagodite Poissonovu razdiobu. Kolika je oµcekivana vrijednost E[x] i vari-
janca V [x]? Izraµcunajte pripadne teoretske frekvencije, te vjerojatnost da x
poprimi vrijednost vécu od 1:

Rje�enje:

x fx xfx p (x) ftx = 121 � p (x)
0 59 0 0:44933 54: 37
1 39 39 0:35946 43: 49
2 14 28 0:14379 17: 40
3 6 18 0:03834 4: 64
4 2 8 0:00767 0:93
5 1 5 0:00123 0:15

N =
P
= 121

P
= 98

�x =

P
xifx
N

=
98

121
� 0:809 92 � 0:8 = m

X : P0:8 =) E[x] = V [x] = m = 0:8

Dakle, X : P0:8; pa vjerojatnosti p (x) imamo u tablicama ili ih raµcunamo kao

p (x) =
(0:8)x

x!
e�0:8;

za x = 0; 1; :::; 5 (ili pomoću rekurzivne formule). Sada je

E[x] = V [x] = m = 0:8;

te
P fx > 2g = 1� P fx = 0g � P fx = 1g = 0:191 21:
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