2.3 Slucajne varijable

Statisticki podaci imaju ”sluc¢ajan karakter”, tj. distriburani su po odredenoj
(statistickoj) zakonitosti. Za matematicko (apstraktno) opisivanje tih za-
konitosti potrebno je definirati slucajnu varijablu kojoj pripada odredena
razdioba vjerojatnosti. Slucajna varijabla je matematicki model za statis-
ticko obiljezje. Razlikujemo:

e diskretne slucajne varijable;

e kontinuirane slucajne varijable.

Diskretna slucajna varijabla

Diskretna (ili diskontinuirana) slu¢ajna varijabla X je varijabla (prom-
jenjiva veli¢ina) koja poprima (konacan ili beskonac¢an) niz vrijednosti x1, 3,
.. T, ... s vjerojatnostima p(xy), p(xs), ... p(z,), ... tako da je

p(en) + plwz) + ot plan) 4= 3 _plw) = 1.

Dakle, diskretna slucajna varijabla X je zadana sa:

o R(X)={x1,29,..7,,...} (skup svih vrijednosti koje X moze poprim-
iti);

o {p(x;):1=1,2,..} (skup tim vrijednostima pripadnih vjerojatnosti).
Krace, diskretna sluc¢ajna varijabla X je zadana skupom
{%‘7 p(l‘z)}v L= 1a27"'

koji se naziva razdioba (distribucija) vjerojatnosti diskretne slu¢ajne
varijable X. Funkciju p : ; — p(z;) nazivamo zakon vjerojatnosti. Raz-
diobu obi¢no zadajemo tablicno



ili
T1 ‘ ) ‘ ‘ Tn
p(z1) | pla2) | - | plan)
Razdiobu mozemo zadati i graficki (analogno crtanju pologona relativnih
frekvencija).

X :

Funkciju £ : R — [0, 1],
F(x)= pla) =P{X <z}
x; <x

nazivamo funkcija distribucije diskretne slucajne varijable X. Vrijedi:

e lim F(z)=0;

Tr——00

o lim F(z)=1;

T——+00

.Z)’J1<ZL’2:>F(]31)§F(ZE‘2).

Numericke karakteristike diskretne slucajne varijable

Prije smo imali (za diskretno statisticko obiljezje)

- 1 ' ' j::7 '
== afy=) 0t =) a,
j=1 j=1 j=1
. . . .. 1 T2 ... Tp
sada, za diskretnu slucajnu varijablu zadanu s X : ,
pP1 P2 - Dn

definiramo .
n=E[X]=)
j=1
kao matematicko ocekivanje ili nadu.

Napomena: ako je R(X) = {z1,xs,...2,, ...} beskonacan skup F [X]| moze
biti i oo.



Usporedimo:

Statistika Vjerojatnost
Diskretno statisticko obiljezje — Diskretna sluc¢ajna varijabla

Razdioba relativnih frekvencija —— Razdioba vjerojatnosti
Aritmeticka sredina — Matematicko ocekivanje

Varijanca ili disperzija se definira formulom

tj.
VIX] =) a%p; — (E[X]))?*.
j=1
Standardna devijacija ili standardno odstupanje se definira kao

o=+V[X].

Primjer 2.14 Neka je diskretna slucajna varijabla X zadana s
1 3 8 12
X ( 0.1 04 0.2 0.3 )
Odredimo F [X], V [X]io.

Uocimo da je gornjom tablicom dobro zadana diskretna slucajna varijabla
jer je

p(z1) + p(z2) + p(zs) + p(xg) =0.14+04+02+03=1.



E[X] = ) xp;=1-01+3-04+8-02+12-03=6.5

j=1

VIX] = Dol - (BIX])’ =

= 12.01+22.04+82.024122-03—(6.5)>=15.45
o = VV[X]=+V15.45 = 3.9306.

Binomna (Bernoullijeva) razdioba

Promatramo niz (seriju) od n pokusa, takvih da se u svakom pokusu moze
pojaviti dogadaj A s vierojatnoséu p ili njegov protivni dogadaj A s vjero-
jatnoscu ¢ = 1 — p. Pretpostavljamo da se pokusi ponavljaju pod idealno
jednakim uvjeima, pa je vjerojatnost da se dogodi dogadaj A stalna i jed-
naka p. Dogadaj A nazivamo Bernoullijev dogadaj.

Rezultati ovih n pokusa mogu se predociti nizovima kao $to je

A A A A L A A

n

Neka je (diskretna) slucajna varijabla X broj pojavljivanja dogadaja A u
nizu od n pokusa. Sada je

R(X)=1{0,1,2,...n}. (1)

Vjerojatnost da se A pojavi x puta u seriji od n pokusa je

p(z) = <n) p“q"" ",  (zakon vjerojatnosti). (2)
T

Buduci je

ip (z) = i (Z)pmq”"” T+ =1
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slu¢ajna varijabla X je dobro definirana i ima tzv. Binomnu (Bernoulli-
jevu) razdiobu. Ona je potpuno odredena parametrima n i p. PiSemo

X :B(n,p).

Specijalno vrijedi:

1. Vjerojatnost da se A nete pojaviti je

p(0) = (g)poqn‘o =q"

2. Vjerojatnost da se A pojavi n puta je

p(n) = (n>p”q”‘” =p"

n

3. Vjerojatnost da se A pojavi barem jednom je

Xn: (Z)panz =1-p(0)=1-¢"

r=1

Vrijedi rekurzivna formula

EX]=Y zp)=) = (”> ¢ =np  (ocekivanje)

V[X]=npg (varijanca)



Primjer 2.15 Diskretna slu¢ajna varijabla ima Binomnu razdiobu X : B (5, 0.2).
Odredimo: P{X =0}, P{X =1}, P{X =5}, P{X > 2}, F[X], V[X].

Rjesenje Imamo n =5, p = 0.2, pa je ¢ = 1 — p = 0.8. Dakle,

R(X)={0,1,2,3,4,5} ip(zx)= <i> (0.2)" (0.8)°7" .

Sada je

ElX] = np=5-02=1,;
VIX] = npg=5-0.2-0.8=0..8.

Trazene vjerojatnosti mozemo, u ovom slucaju, odrediti na tri nacina:

1. I nacin (direktno)

P{X =0} = p(0)= <5> (0.2)°(0.8)°° = (0.8)° = 0.32768

5

P{X=1} = p(1)= < ) (0.2)' (0.8)>' =5.0.2-0.8* = 0.4096

5

P{X =5} = p(5) = <5> (0.2)° (0.8)°~° = (0.2)> = 0.000 32
P{X>22} = 1-P{X<2}=1-[p(0)+p(1)]=

— 1—(0.32768 + 0.4096) = 0.26272

2. II nacin (pomocu tablica) n =5, p=0.2, p(0) =0.3277, ...

3. III nacin (koristeci rekurzivnu formulu). Vrijedi

- n—z+1 p 5—xz+1 0.2
q

p(z) pir—1)=—— ——-plx—-1), i

x
p(0) = ¢" = (0.8)> = 0.3277.

Sada je p (1) = 2-0.25-0.3277 = 0.4096, p(2) = £-0.25-0.4096 =
0.2048, ..., tj.



[ ] f [ 2@ |
0] — [025]0.3277
1] 5 10.25[0.4096
2| 5 ]0.25]0.2048
3] 2 ]0.25]0.0512
4] 2 [0.25]0.0064
5| £ [0.25]0.0003

Primjer 2.16 Bacamo kocku 7 puta.
a) Kolika je vjerojatnost da je broj 5 pao to¢no jednom?
b) Kolika je vjerojatnost da je broj 5 najvise 2 puta?

c¢) Kolika je vjerojatnost da je broj 5 pao barem 2 puta?

Rjesenje: Definirajmo dogadaj A : pao broj 5 (u jednom bacanju). Onda je
A : nije pao broj 5 (u jednom bacanju). Sada, sedam bacanja kocke mozemo
opisati nizom kao

AAAAAAA.
Definirajmo slucajnu varijablu X : broj pojavljivanja broja 5 u 7 bacanja.
Onda je X : B(7, 1). Budutijen=7, p=3%ig=1—3% =2 imamo

a) P{X=1}=p1)=() %) ()" =039071

1

b) P{X <2} =p(0)+p(1)+p(2) = (2) +0.3907L+ (D) (2)* (2) " =
0.904 22

Q) PIX>2 =1-P{X <2} =1-(p(0) + p(1)) = 1—((2)7 +0.390 71) -
0.33021.



Poissonova razdioba

Do Poissonove razdiobe razdiobe dolazimo grani¢nim prijelazom na Binom-
noj razdiobi, ako pustimo da n raste u beskonacnost uz uvjet da produkt np
ostane konstantan. Uz ove uvjete moze se pokazati da je

. n _ m*
n—oo :L‘ x!

nP=Con.

gdje je m = np.
Dakle, razdiobu diskretne sluc¢ajne varijable X za koju je

R(X)=1{0,1,2,3,...}.
a zakon vjerojatnosti je dan sa

—m

p(z) = ?‘f

nazivamo Poissonova razdioba i pisemo X : P,,. Moze se pokazati da je

ElX] = Za’f p(x) = ZDU : %efm =m  (ocekivanje)
=0 =0 ’

V[X]=m (varijanca)
Vrijedi i rekurzivna formula

m —m

Primjer 2.17 Diskretna slucajna varijabla ima Poissonovu razdiobu s para-
metrom m = 2. Odredite vjerojatnosti koje pripadaju vrijednostima z =
0,1,2,3,4,5,6,7.

Rjesenje: Trazene vjerojatnosti mozemo, u ovom slucaju, odrediti na tri
nacina:



1. I nacin (direktno)

p(0) = ae—2 =e2=0.13534
9l

p(l) = Fe*2 =2¢7% =0.27067
92

p(2) = Ee*2 =2¢2=0.27067
93

p(3) = —e?= 262 =0.18045

2. II nacin (pomocu tablica) m =2, p(0) =0.13534,p (1) = 0.27067, ....

)
3. III nacin (koristeci rekurzivnu formulu). Vrijedi

ple—1)=—-pl-1), i

SHEN

p(0)=e™=¢e"2=0.13534.

Sada je p(1) = 2-p(0) = 2- 0.13534 = 0.27068, p(2) = 2-p(1)
0.27067, ..., tj.

(e[ 2lp() |
0] —1]0.13534
1]2 1027067
2|2 ]0.27067
32 ]0.18045
42 10.090225
512 10.03609
6| ]0.01203
7 | 2 10.003437




Aproksimacija Binomne razdiobe Poissonovom

Ako je X : B(n,p) ip < 0.1, n>501inp <5 onda mozemo aproksimirati

B (n,p) ~ Py,

tj. mozemo uzesti da je X : P,

Primjer 2.18 Proizvodi jedne velike serije, koja sadrzi 0.7% skarta, pakiraju
se u kutije po 100 komada. Koliki ¢e postotak kutija biti bez ijednog skarta,
a koliki s barem dva gkarta?

Rjesenje: Uoc¢imo da je traziti postotak kutija sa x proizvoda koji su skart
ekvivalentno kao traziti vjerojatnost da u nasumice odabranoj kutiji bude z
proizvoda koji su skart.

Definirajmo dogadaj A : proizvod (u kutiji) je kart. Onda je A : proizvod
(u kutiji) nije skart. Sada, sadrzaj kutije mozemo opisati nizom kao

A A A A A A

100

Imamo P (A) = p = 0.007. Definirajmo slu¢ajnu varijablu X : broj proizvoda
u kutiji koji su gkart. Onda je X : B (100, 0.007). Buduéi je n = 100,
p = 0.0071iqg =1-—0.007 = 0.993, onda je vjerojatnost da u kutiji nema
skarta jednaka

Pp{X =0} = ¢" = (0.993)"° = 0.495 36,
a vjerojatnost da u kutiji budu barem dva proizvioda skart jednaka

Pp{X >2} = 1-Pp{X <2}=1-Pp{X<1}=1-[p(0)+p(1)]
= 1- <0.495 36 + (1(1)0) (0.007)" (0.993)100‘1) = 0.15544

Ove vjerojatnosti (lakse) mozemo (priblizno) rac¢unati na sljede¢i nacin.
Aproksimirajmo Binomnu razdiobu Poissonovom. Aproksimacija ¢e biti do-
bra jer je

n =100 > 50, p=0.007 <0.1 i np=0.7<5.
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Dakle,
B (100,0.007) ~ Py .

Sada je:

1. Pp{X = 0} ~ Pp{X = 0} = ©12c-07 — 0,496 59;

0

2. 'PB{XEZ}%’PP{X22}:1—PP{X<2}:1—PP{X§ 1}:1—
(Pp{X =0} +Pp{X=1})=1— <0.496 59 + %6—07) — 0.1558.

Dakle, priblizno 49.5% kutija ¢ée biti bez ijednog skarta, a s barem dva
skarta priblizno 15.5% kutija.

Kontinuirana slucajna varijabla

Kontinuirana sluc¢ajna varijabla X, za razliku od diskretne, moze poprimiti
svaku vrijednost iz nekog intervala (Gesto i ¢itavog skupa R). Kod diskretne
slucajne varijable smo vjerojatnost pridruzivali tockama, dok ¢emo kod kon-
tinuirane slucajne varijable vjerojatnost pridruzivati intervalima, dok ¢e tockama
pripada vjerojatnost 0.

Pretpostavimo da je ¢itav brojevni pravac R podruc¢je mogucih vrijednosti
kontinuirane slu¢ajne varijable X, a (x1, z2) bilo koji interval na brojevnom
pravcu. Vjerojatnost P {z; < X < z3} koja pripada intervalu (z1, z5) defini-
rat ¢emo pomoéu funkcije f (z), dane sljede¢om definicijom.

Definicija Funkcija gustoce vjerojatnosti f : R — R kontinuirane sluca-
jne varijable X je funkcija sa svojstvima

1. f(z) >0 zasvakiz € R;

+o00o
2. [ f(z)dz=1;

3. ?f(x)dx:’P{:c1<X<x2}.

11



Napomena: Geometrijska interpretacija svojstava funkcije gustoce:
1. Graf funkcije f se nalazi iznad osi z;
2. Povrsina izmedu krivulje y = f (x) i osi z je jednaka 1;
3. P{z1 < X < 23} je jednaka povrsini ispod krivulje y = f () izmedu
x1 1 z9. Uocimo da je i iz geometrijskih razloga ocito da je

P{ZE1<X<ZL’2}:P{I1§X<I2}:P{$1<X§(L’2}:P{I1SXSZL’Q}

Ako podrucje vrijednosti kontinuirane slucajne varijable X nije ¢itav skup
R, nego samo jedan njegov dio, npr. interval [a, b] , onda pretpostavljamo da
je f(x) = 0 za isve vrijednosti od X izvan tog intervala, tj.

70f (x) dx = /bf(l’) dr =

Primjer 2.19 Odredite konstantu ¢ tako da funkcija f () = cz bude funkcija
gustoce vjerojatnosti kontinuirane slucajne varijable X koja poprima vrijed-
nosti iz intervala [0,4]. S kolikom vjerojatnos¢u X poprima vrijednosti iz
intervala (1,3)?
Rjesenje Imamo

f (@) :{ cr, @€ [9,4]

0, mnace

Mora vrijediti

Ovo povlaéi

—+00

+o00 4
/f(x)d de—i-/cxdx—i- /de:
o 0

‘. 2
o oy 1
:O‘i‘C/fEdI—i—O:C? |0:8C:1 — ng
0

é\o

Dakle,
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Vrijedi

73{1<X<3}—77{1§X<3}—7>{1<X§3}—P{1§X§3}_%.
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Definicija Funkciju

= jf(x)dx

nazivamo funkcija razdiobe ili funkcija distribucije vjerojatnosti kon-
tinuirane sluc¢ajne varijable X, gdje je f (z) funkcija gustoce vjerojatnosti od
X.

Napomena: Vrijedi

P{X <z} = F(x),
Pl < X <z} = F(x2)— F (1)
P{X >z} = 1—-F(v)

Primjer 2.20 Nadite funkciju distribucije vjerojatnosti kontinuirane sluca-
jne varijable X ako je
ro={

Nadalje, nadite P {X < 2}, P{l1 < X <3} iP{X > 3}.
Za r < 0 imamo

xT

/f da:—/Oda:—O

—0o0
Za 0 < z <4 imamo

0

/f dx—/de—i—/ xda:—O—l- |0— 6

x

xda:—i—/de: 1.

4

tezad < x

\
kh
8\@
o
Q
8
+
o\%
0|

Dakle,
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Ocekivanje i varijanca

Za kontinuiranu slucajnu varijablu X ocekivanje je

+oo

=B~ [of)d
varijanca ili disperzija
“+oo
DX =VIX)= [ (@ f (@)d
te standardna devijacija
o=+VI[X]
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Primjer 2.21 Nadite ocekivanje, varijancu i standardnu devijaciju kon-
tinuirane sluc¢ajne varijable X ako je funkcija gustoce

f(x):{ sz, x€0,4]

, 1nace
+o0 0 4 +o0
1 1 23 4 8
p=EX]= [ ef(@)dr= [ 0det [ o-codet [ 0dv=0+2-7 g +0 =3
s e 0 y
400 4 9
8 1 8
DX =VIX]= [ (= fl@)do= [ (e=3) Zode= . =3

c=VI[X]= ,/g —0.942 81
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