Nehomogena linearna diferencijalna jednadzba drugog

reda s konstantnim koeficijentima

Promatrajmo diferencijalnu jednadzbu oblika

y'+ay +by = f(z), (1)
gdje su a,b realne konstante, a f (z) funkcija zadana na nekom intervalu
(ili uniji intervala). Opce rjesenje diferencijalne jednadzbe (nldj) je dano u
obliku

Y=Yn+ Yps
gdje je y, opce rjesenje pripadne homogene diferencijalne jednadzbe
y'+ay +by =0,

a y, neko partikularno rjesenje od nehomogene jednadzbe (1). Kao $to smo
prije vidjeli, y, uvijek znamo odrediti (oblik ovisi o karakteru korijena karak-
teristicne jednadzbe), to nam ostaje odrediti neko (bilo koje) partikularno
rjesenje y, jednadzbe (1). Postoji viSe nacina za odredivanje y,. Jedan od
nacina je koristenjem tzv. Laplaceove transformacije.

Osnovna ideja: Trazimo partikularno rjesenje y, diferencijalne jednadzbe (1)
koje zadovoljava pocetne uvjete y (0) = yo, ¥’ (0) = y;. Koristeci Laplaceovu
transformaciju problem trazenja partikularnog rjesenja y, svodimo na rjesa-
vanje obi¢ne algebarske jednadzbe (izbjegnemo derivacije).

Shematski, plan je ovaj:

Pocetni problem:

Rjesenje pocetnog problema:

—_
y'+ay'+by = f (1), y(0) = o, ¥ (0) =y A= ot
5 0) y(t) = 1)
y(t) ="
| T
I L - Lap. trans. I L7! - Inverz. Lap. trans.
l |
Preslikani problem:
Rjesenje preslikanog problema:
Ly@)=Y (@), Ly #)=pY{@)+.. |————
(derivacije se gube, ostaje algebarska Y (p)=(p).
jednadzba s jednom nepoz. Y (p))
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Laplaceova transformacija

Kod problema matematicke analize, napose kod rjesevanja diferencijalnih
jednadzbi, teskoce izviru iz operacija deriviranja i integriranja. Da se te
teskote smanje, Cesto se primjenjuje princip funkcionalne transformacije,
kod ¢ega funkcijama s kojima baratamo, pridruzujemo neke druge funkcije.
Ako operacijama deriviranja i integriranja izvrSenim na prvotnim funkci-
jama, odgovaraju neke jednostavnije, algebarske operacije nad transformi-
ranim funkcijama, mozemo se nadati, da ¢emo pomocu te transformacije
olaksati rjesavanje danog problema samo ako znamo lako prelaziti iz jednog
podrucja u drugo.

Medu funkcionalnim transformacijama narocito je znacajna Laplaceova
transformacija. Buduci da ¢e nama Laplaceova transformacija posluziti samo
kao alat, dati ¢emo samo osnovnu definiciju, te neka najosnovnija svojstva
Laplaceove transformacije, bez ulazenja u puno dublju matematicku pozad-
inu.

Neka je zadana funkcija F'(t) definirana za t > 0. Tada funkciju

o

f(p) = / e P (t)dt, peC,

0

ako ovaj integral konvergira, nazivamo Laplaceova transformacija od F (t).
Pisemo

LE@)=fp) Wi FHO-——ef(p).

Tada je F'(t) inverzna Laplaceova transformacija od f (p). Pisemo

Lf)=F@) i f(pe---OF().

Funkcija F' (t) se naziva original ili gornja funkcija, a f (p) slika_ili donja funkcija.

Napomena: Funkciju F' (t) smatramo originalom ako je F'(t) = 0 za ¢t < 0.
Dakle, ako je funkcija F' (t) = 1 original, onda smatramo da je to funkcija
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0, t<0
F(t):{ 1 t>0

Ovo funkciju obi¢no ozna¢avamo sa S (t), tj.

0, t<0
S(t):{ 1 t>0

Sliéno, ako je funkcija F (t) = sint original, onda smatramo da je to funkcija

i N h

0, t<O0
F<t)_{sint t>0

Original F' (t) = sint je ustvari funkcija F' (t) = sint - S ().
Dakle, kad govorimo o originalu, smatramo da je to funkcija F'(¢) - S (), a
pisemo samo F ().

Primjer 1.18 Odredimo Laplaceovu transformaciju funkcije S (t) = 1. Po
definiciji imamo
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Svojstva Laplaceove transformacije:

1)
L(cF (1) = cL(F (1), c€R;



2)
LOF () + Fy () = L(FL () + L(Fy (1), c1,00 € R;

Iz 1) i 2) slijedi
3)

L (C1F1 (t) + CQFQ (t)) = 01£ <F1 (t)) + CQL(FQ (t)) , C1,Co € R.

(linearnost)
Ako je £ (F (t)) = f (p) onda je:
4)
L(F'(t) = pf(p)—F(0),
L(E"(t) = p*f(p)—pF(0) = F'(0);
5) L(F(t—a)S(t—a))=ef(p), a€R (teorem pomaka).
Uocimo da se originali F (t —a) i F (t —a) S (t — a) razlikuju. Naprimjer,

akoje F' (t) = sint,ondaje F (t —7) =sin(t —m) S (t),aF (t—m) S(t —7m) =
sin(t —m) S (t — ), a to su razlicite funkcije.

N N

F(t—m)=sin(t—m)S(¢)
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F(t—m)=sin(t—m)S(t—mn)

Svojstva inverzne Laplaceove transformacije:

1z svojstava Laplaceove transformacije slijedi:
1) L7 (ef (p) =cL7H(f(p), ceR;
2)
L7 (fi(p) + f2(0) = L7 (fi (0)) + L7 (f2 ()
Iz 17) i 2) slijedi
3) L7 erfi (0) +eafo(p)) = a7 (fi (p) + L (f2(p), cre € R

(linearnost);
Ako je L7 (f (p)) = F (t) onda je
5) L7 e ®f(p)=F(t—a)S(t—a),acR

Primjer 1.19 Odredite Laplaceovu transformaciju f (p) originala
F(t) =1+ 3t> — sin 3t.
Rjesenje: Primjenom svojstva Laplaceove transformacije 3) imamo
L(F(t))=L(1+3t°—sin3t) =L (1) + 3L (t*) — L (sin3t),
pa iz tablice (2) slijedi
L(F(t))=L(1)+3L(t’) — L (sin3t) =
1

1,3 3 1,18 3
p pPopr+3 popP pP+9




Primjer 1.20 Odredite inverznu Laplaceovu transformaciju F (t) slike

3p* +4
= ——. 3
Rjesenje: Buduéi da u tretem stupcu tablice (2) nema slike oblika (3),
(pravu) racionalnu funkciju (3) rastavljamo na parcijalne razlomke. Imamo

3p°+4 A B COp+D

pP(p®*+4) p  p*  pr+4’

sto povlaci

3p*+4 pP?(A+C)+p*(B+ D)+4Ap+4B

p?(p? +4) p*(p? +4)

Dakle, dobivamo sustav
A4+C =
B+ D =
4A =
4B =

koji ima rjesenja A =C =0, B=1, D = 2. Sada je

L) =L (%) - £ (]% T i 4) ’

pa primjenom svojstva 2’) inverzne Laplaceove transformacije imamo

e () e (52)

Sada iz tablice (2) slijedi

= O W o

F({t)=L"(f(p) =t+sin2t.

Primjer 1.21 Koristenjem Laplaceove transformacije nadite partikularno
rjesenje diferencijalne jednadzbe

Y +Ty=0 (4)
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koje zadovoljava pocetni uvjet y(0) = 5.

Rjesenje: Pocetni problem: trazimo y = y (¢) tako da je y'+7y = 0iy(0) = 5.

Djelujmo Laplaceovom transformacijom na jednadzbu (4). Imamo
LY +Ty)=L0) ="'L({)+TL(y) =0.
Pretpostavimo da je £ (y (t)) =Y (p) . Po svojstvu 4) je onda
L(y)=pY (p) —y(0) =pY (p) — 5.

Sada je
pY (p) =5+ 7Y (p) =0, (preslikani problem)

§to povlaci

5
s+ 7

y(t) =LY (p)=L"" ( ) = 5e ", (rjesenje pocetnog problema).
Napomena: RjeSenje pocetnog problema u ovom primjeru mozemo naéi i
bez koristenja Laplaceove transformacije. Naime, tu trazimo partikularno
rjesenje homogene linearne diferencijalne jednadzbe prvog reda.

Pokazimo sada na sljedeéem primjeru kako se trazi partikularno (i opce)
rjeSsenje nehomogene linearne diferencijalne jednadzbe drugog reda s kon-
stantnim koeficijentima.

Primjer 1.22 Koristenjem Laplaceove transformacije nadite partikularno
rjeSenje diferencijalne jednadzbe

y'+y=t (5)

koje zadovoljava pocetne uvjete y(0) = 1, 3/(0) = 2. Nadite opce rjesenje
diferencijalne jednadzbe (5).

'Buduci je £(0) =

(0- F (t)), za bilo koji original F'(¢), imamo, po svojstvu 1),
LO)=L0-F@)=0-L(F() =

0.



Rjesenje: Pocetni problem: trazimo y = y (t) tako da je ¢ +y =t i y(0) =
1,4/(0) = 2.

Djelujmo Laplaceovom transformacijom na jednadzbu (5). Imamo

1

LY +y)=L() = E(y”)+£(y)=2;-

Pretpostavimo da je £ (y (t)) =Y (p) . Po svojstvu 4) je onda

L") =pY (p)—py(0) =y (0) =p°Y (p) —p-1—2.

Sada je
1
P’Y(p)—p—2+Y(p) = —, (preslikani problem)
L(y") L(y)
§to povlaci
v (p) = 2L esenje presik blema) (6)
= ——————, (rjesenje preslikanog problema).
D)=y (deseniep gp

Rastavimo (6) na parcijalne razlomke

P4l 1+l

P+l P Pl

Sada je

y(0 =) = (54 55 ) -

1 1
£t <1¥) + L7t (pQ}—)I— 1) + L1 (p2 n 1) =t -+ cost+sint.

Nadimo sada opce rjesenje jednadzbe (5). Rijesimo pripadnu homogenu jed-
nadzbu

y' +y=0. (7)

Njoj pridruzena karakteristica nednadzba je r*> + 1 = 0 koja ima korijene
r12 = 0=, pa je opée rjesenje diferencijalne jednadzbe (7) dano u obliku

Yp = C1COST + Co8in .

9



Sada je opce rjesenje diferencijalne jednadzbe (5)

y(t) = t+cost+sint+ cicosz+ cysine
N ~ V] NS — ~,
Yp1 Yn
= A+ deosztgsing, G=a+l, g=c+l
Yp2 yhv
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