1.2 Diferencijalne jednadzbe prvog reda

Svi tipovi diferencijalnih jednadzbi prvog reda, koje ¢emo promatrati, biti ¢e
oblika
y = flz, y), (1)

a njihovo opé¢e rjesenje (integral) oblika
Yy = QO([L‘,C) ili ¢ ((E,y,C) =0.

Cauchyjev problem.

Neka je dana diferencijalna jednadzba oblika (1) i neka je dan pocetni uvjet
Y=o za T =20, tj.y(z0)= Yo

Problem nalazenja (jedinstvenog) rjesenja diferencijalne jednadzbe koje zado-
voljava dani pocetni uvjet naziva se Cauchyjev problem ili problem s pocetnim.
uvjetima. RjeSenje ovog problema ovisi o funkciji f(x,y) (shvacenoj kako
funkcija dvije varijable).

Diferencijalne jednadzbe oblika y' = f(x)

Opce rjesenje diferencijalne jednadzbe oblika

y = f(z) ili dy=f(z)dr,

pri ¢emu je f(z) je definirana na odredenom intervalu, dobivamo integracijom

Yy = /f(x)dx—l—c.

Ova diferencijalna jednadzba uvijek ima jedinstveno rjesenje koje zadovol-
java pocetni uvjet y (o) = yo na nekom intervalu oko tocke .

Primjer 1.9 Nadite opce rjesenje diferencijalne jednadzbe
y =sinz + 22,
te partikularno koje zadovoljava pocetni uvjet y (0) = 1.

Rjesenje: Opce rjesenje:

1
y:/(sinx+x2)d:ﬁ~l—c — y:—cosx+§x3+c



Partikularno rjesenje: Iz pocetnog uvjeta imamo y (0) = 1, a iz opéeg rjesenja
dobivamo
1 g
y(0) = —cosO+§0 +c¢ = y(0)=—-1+c¢,

pa je 1 = —1 + ¢, §to povlaci ¢ = 2. Dakle, partikularno rjeSenje koje zado-
voljava pocetni uvijet y (0) =1 je

1 4
y:—cosx—l—gx + 2.

Primjer 1.10 Nadite opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

y/ - _]-7

te skicirajte integralne krivulje dane op¢im rjesenjem.
Rjesenje: Opce rjesenje:

yZ/—ldx+c — y=—x+c

Integralne krivulje dane opé¢im rjesenjem su (paralelni) pravci y = —z + c.

y=-—T+c




Diferencijalne jednadzbe sa separiranim varijablama

Diferencijalnu jednadzbu oblika

Plz)
Qy)’

pri ¢emu su P(z) i Q(y) funkcije definirane na odredenim intervalima, nazi-
vamo diferencijalna jednadzba prvog reda sa separiranim varijablama.

P(x)dx+Q(y)dy =0 ili ¢ =—

Opce rjesenje dobivamo integracijom

/P(:c)dx + /Q(y)dy = c.

Ako funkcija Q(y) ima neprekidnu derivaciju i ako vrijedi Q(yo) # 0, onda
diferencijalna jednadzba sa separiranim varijablama ima jedinstveno rjesenje
koje zadovoljava pocetni uvjet y (z9) = yo.

Primjer 1.11 Nadite opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

22 (2yy —1) =1,

te partikularno koje zadovoljava pocetni uvjet y (1) = 1.
Rjesenje: Opée rjesenje (integral):

1 )
S +1 y=% dy 1
2 ! ! 2 x
z° (2yy — 1) Y % v +

72
1 1
— 2ydy = P—i—l dr — 2ydy = ;—i—l de 4+ c =

1 [ 1
Y'=—+r+c = y=+/—+z+ec
x T

Partikularno rjesenje: Iz pocetnog uvjeta imamo y (1) = 1, pa iz opteg
rjeSenja dobivamo

=Ly =1
_—I c — c= 1.

Dakle, partikularno rjesenje koje zadovoljava pocetni uvjet y (0) = 1 je dano

Sa

9 1
y:__—i_x—i_l?
x

3



tj.y=4/—L+az+1

Linearne diferencijalne jednadzbe prvog reda

Diferencijalnu jednadzbu oblika

Y +p@)y=qx), (2)

gdje su p(z) i (=) neprekidne funkcije na nekom intervalu, nazivamo linearna
diferencijalna jednadzba prvog reda Ako je g (z) = 0 imamo jednadzbu

v +p(@)y=0, (3)

koju nazivamo homogena linearna diferencijalna jednadzba prvog reda.

Rjesavanjem jednadzbe (3) (dif. jed. sep. var.) dobivamo

dy

, —p(z)dr = 1n|y|:—/p(x)dx+lncl =

/p(w)dm c=-4e€1 /p(w)dm
— y==+et-e = y=c-e

Primjer 1.12 Nadite opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

y —tgry = 0.

Rjesenje: Ovo je homogena linearna diferencijalna jednadzba prvog reda, tj.
diferencijalna jednadzba separiranih varijabli. Imamo

d
—y:tg:ndx — ln|y|:—/tg:rdx+lncl —
Y

i —dt 1

/tgxdx = / ST g = (cosz=t)= [ — =In|t| = —In|cosz| =1In
COS T t |cos z|
= Inly|=1In +In¢g = Inly|=In a
|cos x| |cos z|
C1 c==4c1 C
|cos x| cos T

Vratimo se jednadzbi (2). Jednadzbi (2) pridruzujemo njenu pripadnu
homogenu jednadzbu

y +p(x)y=0. (4)
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Pretpostavimo da su poznata dva rjesenja jednadzbe (2) i neka su to y; 1 ys.
Dakle, vrijedi

vi+p(@)yn = q(z),
ys+p(@)y = q(2).

Oduzimanjem tih jednakosti dobivamo

(y1 —v5) +p(2) (Y1 —y2) =0,

tj. razlika rjesenja zadovoljava homogenu jednadzbu (4). Dakle, y; —y2 = yp,
gdje je y, rjesenje pripadne homogene jednadzbe (4).
To znaci ako nam je poznato neko (partikularno) rjesenje y, jednadzbe (2),
onda ¢emo bilo koje drugo rjesenje dobiti tako da mu dodamo neko rjesenje
pripadne homogene

y (@) =yp () +yn (7).
Dakle, opce rjesenje jednadzbe (2) dobivamo tako da opéem rjesenju pripadne
homogene jednadzbe (4) dodamo jedno (bilo koje partikularno) rjesenje jed-
nadzbe (2).

Metoda varijacije konstante

Partikularno rjesenje diferencijalne jednadzbe (2) trazimo u obliku

y=c() o 5)

Dakle, treba odrediti nepoznatu funkciju ¢ (x) tako da y bude rjesenje jed-
nadzbe (2). Uvrstimo (5) u jednadzbu (2). Buduéi je

y = (2) o (x) A ()

imamo

¢ (@) e (=) e (—p (@) +p(@)-c(a) ‘f_v/ O ).

S N J/

=9

Ovo povlaci



Uvrstavanjem ¢ (z) u (5) dobivamo opce rjesenje jednadzbe (2)

/p(x)d:r: /p(x)dgc
y=e / q(z)e dx + K |. (6)

c(x)
Iz (6) slijedi

/p(x)da: /p(x)da: /p(:r)dx
y=e / q(z)e dr + Ke :

Yh

Yp

Ako su p(z) i ¢(x) neprekidne funkcije na nekom intervalu oko tocke xg, onda
postoji jedinstveno rjesenje jednadzbe (2) uz dani pocetni uvjet y (zo) = yo.

Primjer 1.3 Nadite opce rjesenje jednadzbe
y —y=e",
te partikularno koje zadovoljava pocetni uvjet y (0) = 2.

Rjesenje: Opce rjesenje: Pripadna homogena jednadzba je y' —y = 0. Imamo

dy

d
y = /—y:/dx — hlyl=2+¢q =
dx Y

— y=Fe%e" = vy, =ce".

Varijacijom konstante dolazimo do partikularnog, tj. opteg rjeSenja polazne
jednadzbe. Pretpostavimo

y=c(zx)e.
Sada je ¢y = ¢ (x) e* + ¢ (x) e*, pa uvrstavanjem u polaznu jednadzbu dobi-
vamo

d(z)e" +c(x)e” —c(x)e® =e”.
~~ 7 =~

(

Ovo povlaci



Dakle, opce rjesenje je y = e* (z + K) , K € R, tj.
y=e"r,+ Ke”’.
Yp Yn

Mozemo koristiti i gotovu formulu (6). Uvrstavanjem u (6) za p(z) = —11i
q (x) = e* dobivamo

—/(—1)da: /(—1)dw
y=e / e’ e dr + ¢ :em(/eme_mdquc)
=" (/d.r—i—c) =e"(z+c).

Partikularno rjesenje: Iz pocetnog uvjeta imamo y (0) = 2, a iz opéeg rjesenja
dobivamo
y(0)=e"(0+c)=c,
§to povlaci ¢ = 2. Dakle, partikularno rjesenje koje zadovoljava pocetni uvjet
y(0)=2je
y=e"x + 2e”.

1.3 Diferencijalne jednadzbe drugog reda

Svi tipovi diferencijalnih jednadzbi drugog reda, koje ¢emo promatrati, biti
¢e oblika

y' = f(z.y.9), (7)
a njihovo opce rjesenje oblika
Y= 90(1.7 C1, 62)-

Cauchyjev problem ili problem s pocetnim uvjetima ovdje se satoji u pronalazenju
(jedinstvenog) rjesenja koje zadovoljava pocetne uvjete y (xg) = yo iy’ (z0) =
Yo-




Diferencijalne jednadzbe oblika y" = f(z)

Opce rjesenje diferencijalne jednadzbe oblika

y' = f(z)

pri ¢emu je f(x) je definirana na odredenom intervalu (ili uniji intervala),
dobivamo dvostrukom integracijom. Preciznije,

' o= ) =f@) = o = / f@)de 4o —

y = /(/f(x)dx+cl)dx+02 — yz/(/f(x)dx)dx+clx+02.

Ako je f(z) neprekidna na nekom intervalu oko tocke xy, onda ova diferen-
cijalna jednadzba uvijek ima jedinstveno rjesenje koje zadovoljava pocetne

uvjete ¥ (zo) = vo, ¥ (zo) = Yo

Primjer 1.14 Nadite opce rjesenje jednadzbe y” = sinx + 2z, te partiku-
larno koje zadovoljava pocetne uvjete y (0) = 11y’ (0) = —2.

Rjesenje: Opce rjesenje:

"

y' = (y) =sinz+22 = y = /(sinx—l—Zx)da:—{—cl = —cosz+ 2?4 ¢
3
2 . x
Yy = /(—COS$+$ +C1)d$+02 — Y= —smx—f-g—i—clm—l—c}
Partikularno rjesenje: Imamo

y = —cosx+ a? + ¢,

pa je
Y (0) = —cos0+0%+¢; =c; — 1.

Sada je
01—1:—2 — ¢ = —1.

Dakle, trazeno partikularno rjesenje ima oblik

23
y:—sinx—l—?—x—i-cg.



Odredimo ¢; iz uvjeta y (0) = 1. Bududi je

03
y(O)z—sinO—l—g—O—FQ:cQ,

onda je co = 1, tj. partikularno rjesenje koje zadovoljava gornje pocetne

uvjete je oblika
3

y:—sinm+%—w+1.

Linearna diferencijalna jednadzba drugog reda s

konstantnim koeficijentima

Diferencijalna jednadzba oblika
azy” + ary' +agy = f (2), (8)

gdje su as # 0, ai, ag realne konstante, a f (z) funkcija definirana na
nekom intervalu, naziva se linearna diferencijalna jednadzba drugog reda s
konstantnim koeficijentima.

Ako je f (z) =0, onda se (8) naziva homogena, u protivnom nehomogena.
Napomena: Diferencijalnu jednadzbu (8), dijeljenjem s ay # 0, uvijek je
moguce svesti na oblik

y'+ay +by = fi(z). 9)

Ako je funkcija f (z) neprekidna na nekom intervalu oko tocke xy onda difer-
encijalna jednadzba (8) ima jedinstveno rjesenje koje zadovoljava pocetne

uvjete y (xo) = o, y (z0) = Y-

Primjer 1.15 Diferencijalnu jednadzbu oblika

i /

3y" — 9y —y = 3a?, (10)

dijeljenjem s a; = 3, svodimo na oblik
2

1
//_3/__ _ .
Yy Y 39 x



Homogena linearna diferencijalna jednadzba drugog reda
s konstantnim koeficijentima

Promatrajmo diferencijalnu jednadzbu oblika

y' +ay +by =0, (11)

gdje su a, b realne konstante. Opce rjesenje ove diferencijalne jednadzbe je
uvijek oblika
Yy = a1y1 + oy,

gdje su y; 1 y2 dva (linearno nezavisna) partikularna rjesenja od (11). Oblik
rjeSenja y; i yo ovisi o konstantama a i b. Jedno (trivijalno) rjesenje ove
jednadzbe je y = 0. Pretpostavimo da je

yzera:

rjesenje jednadzbe (11), gdje je r realan ili kompleksan broj. Sada je

Uvrstavanjem u (11) dobivamo

(T2 + ar + b) e =0.

Kako je €™ 0 za svaki z, tada je
r? +ar+b=0.

Ovu jednadzbu nazivamo karakteristicna jednadzba, a njene Korijene
karakteristicni korijena.

Po Osnovnom teoremu algebre karakteristicna jednadzba uvijek ima to¢no
dva korijena u skupu kompleksnih brojeva. Tim kompleksnim brojevima (ko-
rijenima) pridruzujemo dva (linearno nezavisna) rjesenja y; i y, jednadzbe
(11) na sljedeti nacin:

Napomena: Korijeni mogu biti jednaki (kazemo da korijen ima kratnost 2).
Ako je (pravi) kompleksan broj oblika o + (i korijen karakteristicne jed-
nadzbe, onda je i kompleksan broj o — i korijen karakteristicne jednadzbe
(uvijek dolaze u paru)
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Izgled rjesenja s obzirom na karakter korijena: Karakteristi¢na jednadzba 2+
ar +b = 0 je kvadratna jednadzba, pa su njena rjesenja (korijeni) dani u ob-

liku:
—at+va?—4b —a++vD
2 B 2
Postoje tri moguénosti ovisno o diskriminanti D = a? — 4b :

T2 =

e ako je D > 0 imamo dva realana i razli¢ita korijena r; i ro (11 € R,
ro € R1i7y # r2) i njima odgovaraju dva (linearno nezavisna) rjesenja
yl — erlx i yZ — 67‘233;

e ako je D = 0 imamo dva jednaka realna korijena r; = ry (r; = r € R).
U ovom slucaju korjenu 3 = ry = r odgovaraju dva (linearno nezav-
isna) rjesenja y; = €"* i yp = xe';

e ako je D < 0imamo 712 = o337 konjugirano kompleksan par korijena i
njima odgovaraju dva linearno nezavisna rjesenja oblika y; = e** cos Sz
iyy = e*sinfu;

Diferencijalna jednadzba (11) uvijek ima jedinstveno rjesenje y = y (z) koje
zadovoljava pocetne uvijete y (zo) = vo, ¥' (z0) = Y-

Primjer 1.16 Nadite opca rjesenje diferencijalnih jednadzbi:

a) y" — 5y + 6y =0;
b) "+ 4y +4y =0;

c)y'+y=0

Rjesenje:

e Diferencijalnoj jednadzbi y” —5y'+6y = 0 pridruzena je karakteristi¢cna
jednadzba r? — 5r + 6 = 0. Njena rjesenja (korijeni) su dana u obliku:

5+ 25 —24
Me=—""(7

, 9 —r; =311y = 2.
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Imamo dva realana i razli¢ita korijena (D > 0) i njima odgovaraju dva
(linearno nezavisna) rjeSenja y; = €3* i yo = €2, pa je opée rjesenje
diferencijalne jednadzbe

Y = 163 + cye??.

e Diferencijalnoj jednadzbi y” +4y’4+4y = 0 pridruzena je karakteristicna
jednadzba r? +4r +4 =0, tj. (r + 2)2 = 0. Ovdje imamo dva jednaka
realna korijena r = ro = =2 (D = 0). Tom korjenu odgovaraju dva
(linearno nezavisna) rjefenja y; = €2 i y» = xe**, pa je opce rjesenje
diferencijalne jednadzbe

y = 1% + cowe®@.

e Diferencijalnoj jednadzbi y” + y = 0 pridruzena je karakteristi¢cna jed-
nadzba r? + 1 = 0. Njena rjesenja (korijeni) su dana u obliku:

T1’2::|:\/—1:O:i:i.

Ovdje imamo konjugirano kompleksan par korijena ry o = a£ 31 = 0+
(D < 0), pa njima odgovaraju dva linearno nezavisna rjesenja oblika
y1 = e cos(l-x) = cosx iys = e"sin(l-xz) = sinz. Opée rjesenje

diferencijalne jednadzbe je onda dano u obliku

Yy =cC1Co8T + cosin .

Primjer 1.17 Nadite partikularno rjesenje diferencijalne jednadzbe " +y =
0 koje zadovoljava uvjet da u ima stacionarnu tocku u tocki (r, 1).
Rjesenje: U prethodnom primjeru smo vidjeli da je popce rjeSenje diferenci-
jalne jednadzbe y” + y = 0 oblika

Y = C1COST + coysin .

Odredimo pocetne uvjete. Imamo da je y (w) = 1, a buduéi je z = 7 sta-
cionarna tocka, mora biti zadovoljen uvjet y' (7) = 0. Iz opéeg rjesenja imamo

Yy = —cysinz + cycos,

pa je
—csinm4+ccosmt =0 = —c=0 = c,=0.
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Dakle, trazeno partikularno rjesenje ima oblik
Y = €1 COST.
Odredimo ¢; iz uvjeta y (7) = 1. Buduéi je
y(r)=cicosm=1 = ¢ =-1,

partikularno rjesenje koje zadovoljava gornje pocetne uvjete je y = — cos .
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