3. Numericke metode

3.1 Apsolutna i relativna pogreska

Veli¢ine s kojima se radi u tehnici obi¢no su dobivene mjerenjem ili pro-
matranjem. Mjerenje nije moguce izvrsiti to¢no, pa obi¢no racunamo s
pribliznim vrijednostima. Zbog toga se dobivaju i neto¢ni rezultati, ali s
odredenim stupnjem tocnosti ako se koriste metode pribliznog racunanja.
Ozna¢imo li sa A to¢nu vrijednost mjerene veli¢ine, a sa a njenu pribliznu
vrijednost, tada se

A, =|A—al (1)
naziva apsolutna pogreska priblizne vrijednosti a, §to se obi¢no pise

A=a+ A,.

Razlikujemo dva slucaja:

e A je poznata veli¢ina, pa je apsolutna pogreska A, odredena sa (1);

e A je nepoznata veli¢ina (Cesée), pa A, nije moguée naéi iz (1). U ovom
sluéaju uvodimo pojam grani¢ne apsolutne pogreske A.

Grani¢na apsolutna pogreska priblizne vrijednosti a, oznaka A, je svaki broj
veci ili jednak A,, tj.

IA—a| = A, <A.

Ovo povlaci
a—A<A<a+ A.

Dakle, a; = a — A je najmanja aproksimacija broja A, a as = a + A je
najveca aproksimacija broja A. Vrijedi:
a1 + aq

a = i A: ,
2 2

i pisemo A =a+ A.

Primjer 3.1 Poznato je da temperatura 7' u peéi nije veéa od 1245° i nije
manja od 1235°, pita se smijemo li tvrditi da je temperatura u pe¢i poznata
s to¢noséu do 10°.



Rjesenje: Buduéi za (to¢nu) temperaturu 7' vrijedi
a; = 1235 < T < 1245° = q,,
onda je priblizna temperatura

,_ 123504 1245°
=

= 1240°

a granic¢na apsolutna pogreska

12450 — 12359
- == -

A 59,

Dakle, temperatura 7" u pe¢i je poznata s toénoséu do 5°, sto pisemo
T = 1240° £ 5°.

Apsolutna i grani¢na apsolutna pogreska su imenovane veliCine i izrazavaju
se istim jedinicama kao i promatrana veli¢ina.

Apsolutna pogreska ne karakterizira dovoljno to¢nost mjerenja. Npr. Ako
duzinu letvice duljine 214 cm izmjerimo s to¢noscu 0.5 cm i duzinu letvice
duljine 10 cm izmjerimo s toc¢nos¢u 0.5 ¢m, ta mjerenja nisu jednako tocna.
Zbog toga se uvodi relativna pogreska o, pribliznog broja a, koji je priblizna
vrijednost veli¢ine A, kao

A
0y = —2.
|4
Relativna pogreska je neimenovani broj. Relativnu pogresku ¢esto ne mozemo
znati iz istih razloga kao i apsolutnu pogresku, pa uvodimo grani¢nu relativnu
pogresku 0 kao svaki broj vedi ili jednak 9, tj.

0 < 0.

Ovo povlaci
A, < |A]-0.

Dakle, |A| - 0 ima znacenje grani¢ne apsolutne pogreske A, pa pisemo

A

A=|Al-6 ili  d=".
|A] A



U praksi je obi¢no A = a, pa uzimamo

A

-~ laf

5 ili A =la| .

No, sada je (uz uvjet a > 0)

a(l—d)=a—a-0<A<a+a-d=a(l+9)

sto krace pisemo
A=a(1459).

Granicna relativna pogreska redovito se uzrazava u postocima.

Grani¢nu apsolutnu i grani¢nu relativnu pogresku obi¢no nazivamo apsolut-
nom i relativnom pogreskom, jer u prakticnom racunu i ne radimo s pravom
apsolutnom i pravom relativnom pogreskom.

Primjer 3.2 Mjerenje je nadeno da je temperatura tekucine 2.3°C 4 0.1°C.
Nadite relativnu pogresku mjerenja temperature s obzirom na Celzijusovu i
apsolutnu skalu.

Rjesenje:
Tr~t=23C=(23+273.15)" K = 275.45°K
Sada je
0.1°C 0.1
= =~ 0.0435 = 4.
¢ = 9300 ~ g3~ 00435 = 4.35%,

a

0.1°K 0.1

dA ~ 0.0004 = 0.04%.

T 975450K  275.45

Osnovni izvori pogresaka

1. Pogreske problema i pogreske metode

e Pogreske problema - javljaju se pri samom formuliranju problema
(matematicki model ¢esto je idealiziran).

e Pogreske metode - matematicki model je cesto kompliciran za
rjeSavanje, pa koristimo jednostavniji koji daje priblizno jednake
rezultate;



2. Pogreske ostatka - javljaju se kao posljedica beskonac¢nih procesa (limesa)
u matematickoj analizi. Npr. zelimo li rijesiti jednadzbu

sinx =x — 1.

Jedan od nacina je da funkciju sin z prikazemo kao beskonacan red
3 5 3
mr—g— ot 3
sinx =z 3!—1—5! e. =1 3!+O(x)

Ako pretpostavimo sinz ~ x — %, pocetna jednadzba se svodi na
rjesavanje jednadzbe x — ”g—? = x—1. RjeSenje ove jednadzbe je priblizno
rjeSenje pocetne jednadzbe, a pogreska ovisi o veli¢ini (ostatku) O (23) ;

3. Pocetne pogreske - pogreske koje se ve¢ nalaze u nekim matematickim
formulama (npr. neke fzikalne konstante);

4. Pogreske zaokruzivanja - npr. % ~ 0.333 ili 7 =~ 3.14.

5. Pogreske racunskih operacija - ako racunamo sa ve¢ zaokruzenim bro-
jevima, izvodenjem niza uzastopnih racunskih operacija dolazimo do
numerickih rezultata koji su takoder priblizni brojevi. Pitanje: kako
pogreske pocetnih podataka utjecu na pogresku konacanog rezultata?

3.2 Priblizno rjeSavanje jednadzbi

Tocne korijene (rjesenja) jednadzbe

f(z)=0

(algebarske ili transcendentne) opéenito nije moguée naéi, pa trazimo prib-
lizna rjesenja.
Primjer 3.3 Ako je f (z) = P, (x), gdje je P, (z) polinom n—tog stupnja,
onda rijesiti jednadzbu

Py (x) =0,
znadi naéi korijene polinoma P, (z) . Po osnovnom teoremu algebre ovaj poli-
nom ima n korijena, pri ¢emu neki mogu biti medusobno jednaki, a neki od
njih mogu biti realni brojevi a neki kompleksni brojevi. Nas zanimaju samo
realna rjesenja. Ako je n < 4 postoje formule pomoéu kojih mozemo naéi
korijene, a za n > 5 se pokazalo da takva formula ne postoji.



Rijesiti jednadzbu f (z) = 0 znaéi naéi nul-tocke funkcije y = f ().

Dakle, najednostavnije se dolazi do pribliznih rjesenja jednadzbe ako se
nacrta graf funkcije y = f (z) 1 odrede tocke u kojima taj graf sijece z—os. To
je graficka metoda rjesavanja, a na taj nacin dobiveno rjeSenje se uzima kao
pocetna, gruba priblizna vrjednost trazenog korijena i naziva pocetno priblizno
rjesenje (ili nulta aproksimacija).

Graficka metoda se moze pojednostavniti ako je moguée napisati

f(x)=fi(z) = f2(2),
gdje su fi (z) i fo (x) funkcije ¢iji se grafovi dadu lakse nacrtati nego graf
polazne funkcije f ().
Ako je ¢ ona vrijednost za koju je f1 (¢) = fa (¢), onda je ¢ rjesenje jednadzbe
f(z) =0, tj. onda je f(c) = 0. Dakle, ¢ je apscisa tocke u kojoj se grafovi
funkcija fi (z) 1 fo (x) sijeku.
Primjer 3.4 Grafickom metodom odredite pribliznu vrijednost najmanjeg
pozitivnog korijena jednadzbe

r —tgr = 0.
Rjesenje: Ova jednadzba je oblika f (z) = 0, gdje je
flz) =z —tgz = fi(z) - fo(x),

afi(x)=xify(x)=tgx.
Sa slike (slika 1.) vidimo da jednadzba = — tgxr = 0 ima beskonac¢no rjesenja
i da se najmanji pozitivni korijen ¢ nalazi u intervalu (7T, 37“) . Buduéi je 7 ~

3.14 i 28 ~4.72, onda je

3.14 <c<4.72.
Ovaj interval mozemo jos§ suziti. Naime, buduci je

onda je graf funkcije f; (z) iznad grafa funkcije fy (z) za © € (m,4], pa je
ce (4,2, 1.

4 <c<4.72,
pa mozemo uzesti npr. ¢ ~ T2 = 4.36.
Numericki na¢in rjeSavanja puno je to¢niji od grafickog jer se vrijednost ko-
rijena moze odrediti na onoliko to¢nih decimala koliko to zelimo.
Postoji vise numerickih metoda za rjesavanje jednadzbe f (x) = 0. Vaznije
su:



Metoda polovljenja ili bisekcije;

Metoda sekante;

Metoda tangente;
e Kombinirana metoda;

e Metoda iteracije.

Kod koristenja navedenih metoda funkcija y = f (z) obi¢no mora ispunjavati
odredene uvjete:

a) Funkcija y = f () na intervalu [a,b] mora biti neprekidna (zajedno sa
svojim derivacijama f’ (z) i f” (z))

b) Mora vrijediti f (a) f (b) < 0;

c) f'(x) (i f”(x)) moraju zadrzavati predznak na ¢itavom intervalu.

Ako je ispunjen uvjet a) (tj. funkcijay = f (x) je na intervalu |a, b] neprekidna)
i uvjet b) (tj. za brojeve f(a) i f(b) vrijedi: f(a) # 01 f(b) # 01 imaju
razli¢iti predznak), onda postoji tocka ¢ € (a,b) za koju je f (¢) = 0.

Uvjet ¢), tj. ako f’(x)ima konstantan predznak na [a, b] osigurava da na tom
intervalu funkcija y = f (z) ima samo jednu nul-tocku.

Metoda polovljenja ili bisekcije

Zadatak: Trazimo rjesenje jednadzbe f (z) = 0 za = € [a,b], tj. tocku
c € [a,b] za koju je f (c) =0;

Pretpostavka: Funkcija y = f(z) ispunjava uvjete a), b), ¢) od prije
[uvjet ¢) ne-nuzno.

Metoda:

Podijelimo interval [a, b] = [ao, by] na pola, tj. nademo tocku “2. Ako je:

° f(‘%b):o onda je c:“Ter;



e f (%) #0 onda odabiremo interval

[al,bl] = |:Cl, a;_b:| ili [al,bl] = |:a—2|_b,b‘|

tako da funkcija y = f (z) ima razlicite predznake na krajevima inter-
vala. Ovo osigurava da je ¢ € (a1, b1) .

Ponovimo ovaj postupak za interval [a;, b;] . Na taj nacin, u n koraka, dolaz-
imo do niza intervala:

[CLOa bO] 5 [a17 bl] ) [CLQ) bQ] PEEERER) [ana bn] .
Kad bi proces nastavili do beskonac¢nosti, imali bi

lim a, = lim b, = c.

Sirina intervala [a,, b,] je
W —by = —(b—a).
b=y = o (b= a)
Buduéi je ¢ € (an, b,), onda je

! (b—a).

O<c—an<bn—an:2—n

Ako uzmemo za ¢ bilo koji broj iz intervala (a,, b,), ne radimo gresku vetu
od 5= (b — a), pa obi¢no uzimamo

a, + b, .
c~ =c*.

2
Sada je,
1
lc—c"| < 2—n(b—a)
ili
LI
c=c +—(b-—
2n
Mana metode: Mora se koristiti za svaki korijen jednadzbe f(z) = 0
posebno.



Primjer 3.5 Metodom polovljenja odredite pribliznu vrijednost korijena jed-
nadzbe
e +Inx=0

s to¢noséu 1071
Rjesenje: Funkciju f () = e=® + Inz, moZemo zapisati u obliku

f(z)=e* = (=Inz)

pa crtamo grafove funkcija fi (z) = e i f1 (x) = —Inz. (slika2.)
Sa slike vidimo da je ¢ € [0.5, 1] . Provjerimo to. Buduéi je f; (0.5) = ¢7%° =
0.60653 < 0.69315 = —In0.5 = f,(0.5), a fi (1) = e! = 0.36788 > 0 =
—Inl = f5(1), krivulje se sijeku u tocki ¢ija je apscisa izmedu tocaka 0,5
i 1 (tj. medusobni polozaj grafova je dobro skiciran na intervalu [0.5, 1]).
Odredimo sada broj potrebnih koraka n za danu tocnost 10~!. Mora biti
zadovoljeno

b—a 1-05 1 -

o = on <1_O = 2" >10 = 2.3219<n.

Dakle, dovoljna su n = 3 koraka. Imamo [ag, bg] = [0.5, 1] i

f(05) = e % 4+1n0.5=-8.6617x 1072 <0,
f(1) = e'+Inl=0.36788 > 0.

Odredimo %f% = 93tL — .75 i f(0.75) = ¢ ®™ +In0.75 = 0.18468 > 0.

Dakle sada je [a1,b;] = [0.5, 0.75]. Nastavimo s polovljenjem i dobivamo:

ath — 05805 — 0,625 i f(0.625) = ¢ 6% +1n0.625 = 6.5258 x 1072 > 0
a2tby — 0540625 — (05625 i f(0.5625) = e %625 4 In0.5625 = —5.5813 x 1073 < 0

— +
1 a; bz
0105 1
1105 0.75
2105 0.625
310.5625 | 0.625

Ako uzmemo za ¢ bilo koji broj iz intervala (as,bs) = (0.5625, 0.625), ne

radimo gresku vecu od 55 (1 — 0.5) = 5, pa uzimamo

5625 + 0.62
cm“?’;b“”:%ﬁ 5;06 D 059375 = ¢*.
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Sada je
1
c=0.59375+ 5i = 0.593 75 4+ 0.062 5,

tj. ¢ € (0.65625, 0.53125).

3.3 Metoda najmanjih kvadrata

Ako mjerimo neku veli¢inu vige puta dobivamo razli¢ite vrijednosti. Dakle,
javljaju se greske (grube, sustavne, slucajne). Slucajne greske je nemoguée
izbjeci (javljaju se kao posljedica nesavrseosti osjetila i instrumenata).
Pravu vrijednost X mjerene veli¢ine nije moguce odrediti, pa odredujemo
najvjerojatniju vrijednost te velic¢ine.

Ako smo izvrsili n mjerenja i dobili rezultate sq, so, ..., s, onda je , po Gaussu,
najvjerojatnija vrijednost od X upravo aritmeticka sredina

S1+ S+ ...+5S

n

Prividne greske su odstupanja rezultata mjerenja od aritmeticke sredine x,
tj.

dlz.fL‘—Sl, dgzl‘—SQ, ...,dn:.T—Sn.

Gauss je pokazao da ¢e najvjerojatnija vrijednost mjerene veli¢ine, ako smo
izvrsili n mjerenja, biti ona kod koje je suma kvadrata odstupanja (prividnih
gresaka) rezultata mjerenja od aritmeticke sredine biti najmanja, tj. vjero-
jatnost ¢e biti najveca ako je

&+ dy+ ...+ d

najmanje (minimalno).
Ovaj nacin pristupa ispitivanju slucajnih gresaka se naziva metoda najmanjih kvadrata.

Analiticki prikaz eksperimentalnih podataka linearnom funkcijom
po metodi najmanjih kvadrata

Ako smo prilikom nekog mjerenja dobili n parova brojeva (z;,y;) , i = 1,2, ..., n,
tada svakom od tih parova mozemo pridruziti tocku u koordinatnom sustavu.
Ako se tako dobivene tocke pribilzno podudaraju s tockama nekog pravca,
onda zelimo naci jednadzbu tog pravaca. Dakle, trazimo jednadzbu pravca
y = Az + B koji najbolje aproksimira dane podatke, tj. trazimo nepoznate
koeficijente A i B. (Slika 3.)



Neka je M; (z;,y;) tocka u ravnini koja odgovara podatku (z;, y;) , a N; (7, Y)
tocka na trazenom pravcu y = Ax+ B (koja ima istu apscisu kao i M;). (Slika
4.) Trazimo da zbroj kvadrata udaljenosti tocaka M; i N; bude minimalna,
tj. da

S=di+dj+..+d. =) d
=1

bude minimalno. Buduéi je d; = |y; — Y| onda je
S-S
i=1 i=1
Kako N; lezi na pravcu y = Ax + B, onda je Y; = Az; + B, pa je
S:Z(yi_Y;)Q:ZQJi_Al’i_B)Q'

i=1 i=1
Sada je S = S(A, B) funkcija dviju varijabli A i B. Dakle, trazimo one
vrijednosti od A i B za koje je S minimalno (ima minimum).
Nuzan uvjet za ekstrem je:

— =0 — =0.
0A 0B
Buduci je
—
1= Vs
= N

A x?+BY x; = >z
=1 =1 =1

odredbeni sustav

i=1 i=1

10



Odredbeni sustav je sustav od dvije linearne jednadzbe s dvije nepoznanice.
Nakon §to rijesimo sustav dobivamo vrijednosti A = Ag i B = By.

Za te vrijednosti funkcija S ima moguci ekstrem. Dovoljne uvjete nije potrebno
odredivati jer se moze pokazati da je to uvijek ekstrem i to minimum. Dakle,
trazena jednadzba pravca je

Yy = AOZL’"‘B().

Primjer 3.6 Metodom najmanjih kvadrata odredite linearnu funkciju koja
aproksimira empiricke podatke dane tablicom

x| -2 =15 |—-1] =05 | O
vi | —1 | =275 | =4 | =475 | =5

Rjesenje: Odredbeni sustav je

5

5 5
AY ai+ By wi= 3wy
i=1 i=1

=1

5 5
i=1 i=1
Napravimo tablicu
Ll w oy [ ad | wa
1 —2 -1 4 2
2 || —1.5| —2.75 | 2.25 | 4.125
3 -1 —4 1 4 |
4 || =0.5 | —4.75 | 0.25 | 2.375
5 0 -5 0 0

(> -5 | -175] 75 | 125 |

pa podatke uvrstimo u (1) i dobivamo sustav

7.50A—-5B =125
—bA+5B = —17.5.

Rjesenje ovog sustava je A = —2 1 B = —5.5, tj. trazeni pravac (linearna
funkcija je) (Slika 5.)
Yy =—2x —5.5.

11



Analiticki prikaz eksperimentalnih podataka kvadratnom funkcijom

po metodi najmanjih kvadrata

Ako se podaci (z;, ;) , i = 1,2, ...,n, nakon $to ih prikazemo u kooordinatnom
sustavu, priblizno podudaraju s nekom parabolom (Slika 6.), onda zavisnost
x —a iy — a trazimo u obliku kvadratne funkcije

y=Az>+ Bx+C

Slicno kao u prethodnom slucaju, koeficijente A, B, C' trazimo metodom
najmanjih kvadrata.

Dakle, zahtjevamo da suma kvadrata udaljenosti tocaka M; (z;,v;) 1 N; (24, Y;)
(N; lezi na paraboli) bude minimalna, tj. da

n n

S =S (=i = 3 (- A — By — O
=1

i=1 i=1
bude minimalno.
Nuzan uvjet za ekstrem je:

08 95 _ 05 _
0A 0B oc

Nakon sto nademo parcijalne derivacije od S i izjednac¢imo ih s nulom, dobi-
vamo sustav:

n n n n \
AY i+ By o} +C Y xf = xjy
=1 =1 =1 =1

0.

(2

(2

A xf’ + B %2 +C> =D my; odredbeni sustav
i=1 -1 = i=1

(2

Afo—l—B i +C-n=> vy
i=1 =1 i=1

/

Odredbeni sustav je sustav od tri linearne jednadzbe s tri nepoznanice A,
B, C. Nakon sto rijesimo sustav dobivamo vrijednosti A = Ay, B = By i
C = Cy. Za ove vrijednosti funkcija S poprima minimalnu vrijednost, pa je
trazena jednadzba parabole

y = Agx® + Byx + Cj.

12



3.4 Interpolacija

Promatrana funkcija y = f () moze biti zadana:

e formulom koja moze biti slozena ili iz nekih razloga neprikladna;
e svojim grafom;

e tablicom s odredenim brojem svojih parova vrijednosti (z;,v;), ¢ =
0,1,2,...,n.

Pretpostavljamo da su za vrijednosti argumenata:

Lo, L1, T2y ..., Tp

poznate funkcijske vrijednosti:

Yo, Y1, Y2, -, Yn-

Problem interpolacije: Pomoé¢u ovih poznatih funkcijskih vrijednosti izracu-
nati vrijednost funkcije za neki z € [a,b], gdje jea =29 < 21 < ... <z, = b.
Problem ekstrapolacije: Pomoc¢u ovih poznatih funkcijskih vrijednosti izrac¢u-
nati vrijednost funkcije za neki z ¢ [a,0], gdjejea = xg < 21 < ... <z, = b.
(puno zahtjevniji problem).

Problem interpolacije rjesavamo tako $to trazimo funkciju

y = F(z) (interpolacijska funkcija)

koja ¢e prolaziti danim tockama i koja ¢e §to manje odstupati od polazne fun-
cije na intervalu [a, b] . Pri tome zahtjevamo da interpolacijaska funkcija y =
F(z) pripada nekoj unaprijed zadanoj klasi funkcija. Obicno pretpostavl-
jamo da je F(x) polinom (ako imamo n + 1 tocku onda je F(z) = P, (x)
polinom n—tog stupnja). Ako je F'(x) polimnom n—tog stupnja, onda njegov
graf mora sjeci graf polazne funkcije y = f () u zadanim tockama (z;, y;) . Pri
tome zahtjevamo da taj graf ne odstupa previse od grafa funkcije y = f (z), tj.
da za neki zadani x, s nekom sigurnoséu, mozemo uzesti ordinatu y = P, ()
umjesto ordinate y = f (x). (Slika 7.)
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Lagrangeov interpolacijski polinom

Neka su za funkciju y = f (x), za n + 1 razlicitih vrijednost argumenta
Lo, L1, L2y -y Ly
poznate funkcijske vrijednosti:
f(@o) =y, f(z1)= w1, -, f(T0n) = ¥n.
Trazimo polinom n—tog stupnja L, (x) za koji vrijedi
L, () = f(x;) = v, 1=0,1,2,...,n.
Pretpostavljamo da je L, (x) oblika
Ly(x)=ap(x—x1)(x —23) o - (T — ) +
+ay(z—x0)(r—m3) - oo - (. — ) + ... +
+a, (x — ) (xr—x1) oo (T — Tpq)
Trazimo nepoznate koeficijente a;,7 = 0,1,2,...,n. Bududi je
Ly, (x0) = ag (vo — x1) (xog — 22) - oo - (To — ) + 04+ ... +0

a Ln (xO) = Yo, onda je

o — Yo
0 (g — 1) (Tg — T2) + oo (L0 — )
Slicno se pokaze da je :
n
a; = 9
(x1 — o) (21 — 22) - (1 — x3) - ... - (21 — Tp)
= Yi
’ (l’l—xo) (.Il—l’l) L (a:,-—xi_l) . (xi_'ri+1) L. (Iz—l‘n)7
ay, = Yn )
" (= x0) (T — 1) (T — T) e (T — T)
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o) = (x —x1) (& —x2) - oo - (T — xp)
Ln(2) =y (330_351)(330—932)'...-(xo—ﬁnl—i_ o
lo(x)
(x —z0) (x —21) oo (T — Tpq)
T yn\(xn —x9) (y — 21) - (xi— T2) o (Tp = Tpo1),

In(z)

Ovaj polinom se naziva Lagrangeov interpolacjski polinom (ili Lagrangeova
interpolacjska formula).

Primjer 3.7 Odredite Lagrangeov interpolacjski polinom za funkciju zadanu
tablicom

[z [ —1[0]1]
[y [10 [5]6]
Rjesenje:
(x—0)-(x—1) .(x—(_l)) (z—1)
L@ =10 P o ) 0-1

=S D) () =

=322 —-22+5

Primjer 3.8 Odredite Lagrangeov interpolacjski polinom za funkciju f (z) =

sin mz odabiruéi tocke
0 1 1
Tn = rT1T = — TrT1T = —.
0 3 1 6 ) 1 92

15



Rjesenje: Bududi je

Yo =sin(0) =0, y = sinﬂé = %, Yz = sinw% = 1.
imamo —
EALIFIEY
[y O3 [1]
Sada je
o) @b 1m0y
Ly(z)=0- 3 2L 4= 2L+
(0-3)-0-5 2 G-0-(G-2)
(z—0)- (z—3) 5 7
+1 = —3z" + =
0 b 2
Sada je za x = % € [0, %]
Do (1Y, 7. (0 5
\T3) T 7\8) T27\8) "6
Buduci je sin (7r . %) = %\/5, greSaka je
1 1 1 )
f (§> — L, <§> = 5\/§ — £ ~0.0327
(Slika 8.)
Opcenito, kad se funkcija y = f(x) zamijeni Lagrangeovim polinomom,

nacini se greska
Ry (z) = f (z) — Ln (z).

Moze se pokazati da za apsolutnu gresku vrijedi

| R ()] = [f () =Ln (2)] <

ot a =) (o= ) o= )

gdje je
Moy = mas | £+ ()],

a<x<b

16



Primjer 3.9 Iz Primjera 3.8 za f (v) = sin7z i Ly (z) = —32?+ Iz odredimo
gornju granicu greske. Bududi je

Ms; = max [(sin7z)"”| = max |-7°cosTa| =
0<e<l 0<z<3
= max 7 cos x| = 7 cos 0 = 7°
0§x§§
imamo
s 1 1
R @)l = 1 0 -La @) < |- 0) (o5 ) (-3 )|
pa je

101111<OO479
3 3 6 3 2) 7

3.5 Pribilzna integracija

Ako je funkcija f (z) neprekidna na intervalu [a, b] i ako je njena primitivna
funkcija F' (z) (tj. F'(x) = f (x)) poznata, onda se odredeni integral od f ()
od a do b racuna po Newton-Leibnitzovoj formuli

/f(m)dx:F(b)—F(a).

U mnogim slu¢ajevima primitivnu funkciju F' (z) nije moguce naéi (ili je vrlo

tesko), pa je Newton-Leibnitzova formula neupotrebljiva. U tim slu¢ajevima
b

trazimo pribliznu vrijednost integrala [ f (z) dz.

a
Postoje razne metode za priblizno racunanje integrala. Osnovna podjela je:
e numericka integracija;

e graficka integracija.
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Numericka integracija

Osnovna ideja: Zamjenjujemo podintegralnu funkciju f (z) nekom drugom
jednostavnijom funkcijom ¢ (z) (npr. djelovima pravca, Lagrangeovim poli-
nomom,...), koja na segmentu [a, b] aproksimira f (x) i koja se moze direktno
integrirati.

/f(@dw%/cp(w)dl’:@(b)—@(a) (@ (2) = ¢ (2))

Tu se postavlja pitanje i ocjene greske koja nastaje pribliznim integriranjem.
Prisjetimo se: ako je f (z) > 0 za svaki x € [a, ], onda je

/bf(ac)dx:P

gdje je P povrsina lika omedenog krivuljom y = f (), x—osi i pravcima
r=aiz=0. (Slika9.)

Kod numericke integracije najvise se koriste metode koje zadani integral
aproksimiraju kona¢nom sumom

/bf(x)dxziaif(xi).

Osnovna ideja i oznake: Neka je f(r) zadana na segmentu [a,b]. Zelimo
odrediti pribliznu vrijednost integrala

aproksimiraju¢i ga kona¢nom sumom.
Razdijelimo segment [a, b] na n jednakih djelova (podintervala) s diobenim
tockama

a =Ty, T1, T, ...,Tp =>

Udaljenost susjednih tocaka, odnosno §irina svakog podintervala je




Pripadne funkcijske vrijednosti ozna¢imo sa:

f(xU) = Yo, f(xl) = Y, .- 7f<xn) = Yn-
(Slika 10.)

Pravokutna formula

Pretpostavimo, u pocetku, da je f (x) > 0 za svaki x € [a, b] . S dvije susjedne
diobene tocke z;_ 1 i x;, odredena su dva pravokutnika. Prvi odreden s x;_;
i x; ima bazu A i visinu y;_1, tj. povrsinu

-Pi* — h *Yi—-1,

Drugi odreden s x;_1 i x; ima bazu h i visinu y;, tj. povrsinu

‘Pi** =h-y;.
Sada je
b n n n
N EIC LR D SUATEEY ) Sy
; i=1 i=1 i=1
=hyo+y1+ .. +Yn1),
tj.

I~h(yo+uy+ ...+ Y1) =15

Sumu /] nazivamo lijeva pravokutna formula (jer su za visine prvokutnika
odabrane ordinate da lijevom kraju svakog intervala). (Slika 11.)
Sli¢no,

b n

= [f@den Y P> hoy=h y-
=1 =1

w =1

=h(pr+y2+ ... +Yn),
t].
Imh(yi+yo+..tyn)=1p

Sumu [}, nazivamo desna pravokutna formula (jer su za visine prvokutnika
odabrane ordinate da desnom kraju svakog intervala). (Slika 11.)
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Napomena: Sto imamo vise diobenih tocaka, tj. §to je n veéi, aproksimacija
je bolja. Lijeva i desna pravokutna formula vrijede i kad nije zadovoljeno
f(z) >0 zasvaki z € [a,]. -

Ako je n =1 imamo

b
[ /f () dz ~ hyo = (b—a) - f (a) (Shika 12.)

§to je osnovna lijeva pravokutna formula i

I /f (x)dz ~ hyy = (b—a) - £ (b)  (Slika 13.)

§to je osnovna desna pravokutna formula.

Primjer 3.10 Aproksimirajte integral

coszx - dx

o —
vl

osnovnom lijevom i osnovnom desnom pravokutnom formulom, te lijevom i
desnom pravokutnom formulom za n = 5.
Rjesenje: Imamo

. 5 s .
I = [ cosx-dx = sinzx|§ =sing —sin0 =1

(=)
[ME]

Lijeva osnovna pravokutna formula nam daje
™ v T
]z(——()). 0=—-1=—,
5 cos 5 5
a desna osnovna pravokutna formula

m ™ m
5 0 sy =73 0=0

20



(Slika 15.). Greska je
T 7r
ALI = 1—521—5%—0571,
Ap, = I-0=1-0=1.

Za n = 5 imamo

-0 7
=TT
pa je

i T Yi
0 0 cos0=1
1] Z  |cosZ =0.95106
2 %r cos % = 0.80902
3] & | cosir=0.58779
41 | cosTE =0.30902
5 ?—g =7 cosy =0

Sada je (Slika 14.)

I~I; =h(yo+yi+..+y)=

= % (14+0.95106 + 0.80902 + 0.58779 4 0.309 02) ~ 1. 1488

I=Ih =h(pn+y+ ... +ys) =

= 17r_0 (0.951 06 + 0.809 02 + 0.587 79 4 0.30902 + 0) ~ 0.834 69
Greska je
Ap, = I—1I;, =1-1.1488 ~ —0.1488,
Ap;, = I—1Ip =1-0.83469 ~ 0.16531.

Napomena: Sto je funkcija strmija, greska je veca.
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Trapezna formula

Razdijelimo segment [a, b] na n jednakih djelova (podintervala) s diobenim
tockama
a = xg, T1, T, ...,Tp =>

Udaljenost susjednih toc¢aka, odnosno Sirina svakog podintervala je

b—a
—

h:

Pripadne funkcijske vrijednosti ozna¢imo sa:

f(i(fo) = Yo, f(xl) = U, .- 7f<xn) = Yn-

S dvije susjedne diobene tocke x;_; i z;, odreden je trapez usporednih stranica
yi—1 1 y; 1 visine h. Povr§ina tog trapeza je

;. yifl"i‘yi.

P=s;-h=
2
Sada je (Slika 15.)

b

/medszZ }j IS (at) =

=1 =1 =1

I

a

== [Woty1) + (1tya) + o+ (Yn28Yp_1) + Wn1+Y,)] .

Mlb‘

tj.

h .
I'~-(Wo+yn+2W+ ... +yna1)) =17,

5 (
Sumu I}, nazivamo trapezna formula.
Ako je n =1 imamo

(b—a)
2

z_/j %+%> (f (@) + £ (b))

§to je osnovna trapezna formula. (Slika 16.)
Moze se pokazati da je apsolutna greska

M (b— a)®

Ap =|I-1I5] <
7, = | Tl = "2 2
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gdje je
M = max [f" (z)|.

a<z<b

Primjer 3.11 Aproksimirajte integral

4
/ V14 a?
0
osnovnom trapeznom formulom, te trapeznom formulom za n = 4.

Rjesenje: Imamo

4
ln‘x—i—Vl—l—xQ =
0

4
0/\/1—1—3:2
~ In <4+\/1_7> ~2.0047

Osnovna trapezna formula nam daje

(4—-0) ( 1 1 )
I~ I = . + R 2.4851,
h 2 VI+02  1+42

(Slika 17.) Greska je

I'—1I7 = 2.0947—2.4851 = —0.3904,

Ap = |I—1I7] =0.3904.
Zan:4imamoh:%:1, pa je
L Yi
0] o0 1
1] 1] == =070711
2| 2| 5 =044721
3|3 | 5 =031623
41 4 mlw = 0.24254




Sada je

. h
f%fn=§(yo+y4+2(y1+yz+y3))=

1
5 (1+0.24254 42 (0.707 11 + 0.447 21 + 0.316 23)) ~ 2.0918.

(Slika 18.). Greska je

I—1Ip, = 2.0947—2.0918 = 0.0029,

Ar, = |I—1I;]=0.0029.
a relativna greska
Ar 0.0029
=1 = ~ 0.001384 - 100 ~ 0.1
S X T %
Buduci je
222 — 1
I (@) = ———.
(22 +1)2
(Slika 19.) onda je
212 — 1 2-02 -1
M | 2L
0<z<4 (ZE2 + 1)§ (02 + 1)5

(Slika 20.) pa bi ocjena greske (ako ne znamo pravu vrijednost [ integrala)
bila

1-(4—0)°
-1 A — ) <53334
za N > 1212 ~
an = 4 A 1'(4_0)3<03334
g B =Tz R

24



Simpsonova formula

S tri tocke u ravnini (razlicitih apscisa) odredena je parabola. Ako su tocke
Tl (xb yl) ) T2 (x27 y2) ’ T3 (1337 ?J3) onda je jedna’dea parabole

y = Az® + Bx + C,
gdje su koeficijenti A, B i C, rjeSenja sustava

A$%+B‘T1+C:y1
Ar3 4+ Bry+C =y, .
Ax3 4+ Brs+ C = y3

Povrsina ispod luka parabole y = Ax? + Bz + C nad segmentom [u,v],
izrazena pomocu tri ordinate, je

Vv—Uu

ey () )]

Primjer 3.12 Odredite jednadzbu parabole koja prolazi tockama T} (—1,2) ,
T5(0,1), T3(1,4) i izracunajte povrsinu ispod te parabole nad segmentom
[—1,1].

Rjesenje Ako je jednadzba parabole y = Ax? + Bz + C, onda je

Pip:

A-B+C=2
C=1 )= A=2 B=1,C=1
A+B+C=4
pa je jednadzba parabole y = 222 + z + 1. (Slika 21.. Bududéi je u = —1,
v =1, onda je “f* =0, pa je
1— (-1 10
SIS R

Neka je dan integral
b
I= / f(x)dx.

Razdijelimo segment [a,b] na n jednakih djelova, gdje je n paran broj, s
diobenim tockama
a = xg, T1, Ta, ...,Tp =2>0
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Udaljenost susjednih toc¢aka, odnosno Sirina svakog podintervala je

h:b—a

n

Pripadne funkcijske vrijednosti oznac¢imo sa:

f(x[)) = Yo, f(xl) = Y1, .. 7f<xn) = Un-
Promatrajmo podintervale
[T, @], [2, Ta], oy [Tog, @],

duljine 2h. Nad svakim od tih intervala [z; 1, ;y1] zamijenimo luk krivulje
y = f (x) lukom parabole koja prolazi tockama T; 1 (x;_1,yi—1), T; (zi,ys) ,
Tiv1 (wit1, yiy1). Povrsine ispod lukova tih parabola nad segmentima [zq, 23],

(9, 4], ..., [Xn_2, x| 0znacimo redom P;, Ps, ..., P,_;. (Slika 22.). Tada je
Ty — T
p==2 G O'(yo+4y1+y2)
Ty — X
py= 5 2 (g2 + dys + va)
Ty — Ty
Pnfl = T2 : (yan + 4ynfl + yn) .
Sada je
b
Budu¢i je x9 — 29 =24 — 22 = ... = 2, — T,_2 = 2h, onda je

. h
Is, =3 (o +yn) 4 +ys+ oo+ Yn1) +2(2 + s + .. + Yn—2)]

Sumu [§ nazivamo Simpsonova formula.

Ako je n = 2 imamo (Slika 23.)

b
b—a

1= [f@dem gl mr il = "5 f@+ s+ (0]

a

26



Ovo je osnovna Simpsonova formula.
Moze se pokazati da je apsolutna greska

< M(b—a)5

Ag = |T-I1 | < =272
5. = | =~ 180 -n4

n

gdje je
M = max ‘f(i”) (z)].

a<z<b
Primjer 3.13 Aproksimirajte integral
4
/ dx
) V1422

Simpsonovom formulom za n = 4.
Rjesenje: Imamo (Primjer 3.11)

4

dx

= | —— ~2.0047
0/\/1—1—3:2

Za n = 4 imamo

pa je

L_ —0.70711
= 0.44721
=0.316 23
= 0.242 54

= W N | Of .

Sada je

IT=1I;, =—[(yo+tys) +4(y1+ys) +2- 9] =

w|

(14+0.24254 +4-(0.70711 4 0.316 23) +2 - 0.44721) ~
~ 2.0768.

W =

2

~J



Greska je
I—1Ig, = 2.0947—2.0768 ~ 0.0179
As, = |I—1I%]=0.01709.
a relativna greska

Ag,  0.0179

T = 50047 ~ 0.008545 =~ 0.8%.

dg, =

3.6 Priblizno rjesavanje diferencijalnih jednadzbi

Trazimo rjesenje y = y () diferencijalne jednadzbe

y/ = f(l'ay)

na intervalu [xg,b], uz pocetni uvijet y(xy) = yo. Ako to rjesenje postoji,
ali ne mozemo naci njegov analiticki izraz, onda trazimo priblizno numer-
icko rjesnje. Pod pribliznim numeric¢kim rjesenjem gornje jednadzbe uz dani
pocetni uvjet, smatramo funkciju zadanu tablicom vrijednosti

’mi\‘xo‘xl‘...‘xn:b}

v [wolwnl |

uz uvjet da je y; priblizna vrijednost toénog rjesenja y = y (z) za x = x;,
gdje su xg, x1,...,2, = b diobene tocke intervala [zg, b], obiéno medusobno
jednako udaljene. Ako su tocke jednako udaljene, onda je

T1— X0 =Tog— X1 = ... =Ty, — Tp_1 = h.

Eulerova metoda

Trazimo priblizno numericko rjesenje diferencijalne jednadzbe

y = f(z,y)

na intervalu [xg,b], uz pocetni uvjet y (xy) = yo. Razdijelimo interval [z, b]
na n jednakih djelova tockama xg, 1, ..., x,, = b. Totkom M (¢, yo) povucemo
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pravac s koeficijentom smijera ¢’ (xog) = f (7o, v0) . Jednadzba tog pravca je

upravo tangenta na trazenu krivulju u tocki M. Jednadzba te tangente je
Y —yo = f (70, %0) (v — x0) .

Sada odredujemo tocku M; ¢ija je apscisa x1, a ordinatu y; odredujemo iz

presjeka pravaca x = x; i pravea y — yo = f (2o, yo) (z — x¢) . Dakle,

h—yo = [(xo,y0) (21— 20) =
yi = f(2o,90) (x1 —20) +yo =

= Yo+ h-f(x0,v0)

pa je My (z1,v1) -
Sada dio luka to¢nog rjesenja y () = y nad intervalom [z, 1] aproksimiramo

duzinom (dijelom tangente) MM .
Potpuno analogno dolazimo do vrijednosti

yo=11+h-f(x1,1)

ys =Ya+h- f(z2,92)

Yn = Yn—1 t+ h - f (xn—hyn—l)

odnosno tocaka Ms (x2,ys), ..., My, (x,,y,) .Na taj nacin smo dobili je inte-
gralna krivulja koja prolazi tockom My (xg, yo) aproksimirana poligonalnom
linijjom (izlomljenom linijom) odredenom sa My, M, ..., M,. (Slika 24.)

Primjer 3.14 Nadite priblizno numericko rjesenje diferencijalne jednadzbe

1

,—_
9—235?/

koje zadovoljava pocetni uvjet y (0) = 1, na intervalu [0, 0.5] za h = 0.1.
Rjesenje: Nadimo najprije to¢no rjesenje

dy 1 dy 1
dx 2:Uy / Y 2/x *
1, 1,2 1,2
Inlyl = 2Z +Incg = y==tcet™ = y=ces".
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Buduéi je y (0) = ce® = ¢, onda iz y (0) = 1 slijedi ¢ = 1, pa je to¢no rjegenje

1.2
y:elx'

Eulerova metoda: Buduéi je intreval [0, 0.5] i h = 0.1, onda su diobene tocke

Ty = O, T = O]_, To = 02, T3 = 037 Ty = 04, Ty = 0.5.
Formirajmo tablicu
(i Jof1 ]2 [3 [4 |5 |
|z; Jo]o1]0o2 [03 |04 [05 |
lwi [1]1 [1.0050 | 1.0151 | 1.0303 | 1.0509 |

gdje yo = 1, a y; racunamo po formuli

1
Yi = Yi—1 +0.1- (5%‘—1 '?/i—1> .

Racunanje nam olaksava sljedeca tablica

X

Yi

I (i yi)

h-f (xiayi) = Ay;

0

1

0

0

0.1

1

0.05

0.005

0.2

1.0050

0.1005

0.01005

U

0.3

1.0151

0.15227

0.015227

0.4

1.0303

0.20606

0.020606

QY | W N | O =

5 | 1.0509

jer je
Yi = Yi—1 + Ayi_1.

Imamo

; Yi y(z;) — i
0 1 e1? =1 0
01] 1 ’ 0.002 5
0.2 | 1.0050 0.005 1
0.3 | 1.0151 0.0077
0.4 | 1.0303 0.0105
5| 5 | 1.0509 | e1©5” 0.0136

Priblizno i to¢no rjesenje su dani na Slici 23..

)

[

®

e lwo|l—o|s.

®
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