
3. Numeriµcke metode
3.1 Apsolutna i relativna pogre�ka

Veliµcine s kojima se radi u tehnici obiµcno su dobivene mjerenjem ili pro-
matranjem. Mjerenje nije mogúce izvr�iti toµcno, pa obiµcno raµcunamo s
pribliµznim vrijednostima. Zbog toga se dobivaju i netoµcni rezultati, ali s
odre�enim stupnjem toµcnosti ako se koriste metode pribliµznog raµcunanja.
Oznaµcimo li sa A toµcnu vrijednost mjerene veliµcine, a sa a njenu pribliµznu
vrijednost, tada se

�a = jA� aj (1)

naziva apsolutna pogre�ka pribliµzne vrijednosti a, �to se obiµcno pi�e

A = a��a:

Razlikujemo dva sluµcaja:

� A je poznata veliµcina, pa je apsolutna pogre�ka �a odre�ena sa (1);

� A je nepoznata veliµcina (µce�́ce), pa �a nije mogúce náci iz (1): U ovom
sluµcaju uvodimo pojam graniµcne apsolutne pogre�ke �:

Graniµcna apsolutna pogre�ka pribliµzne vrijednosti a, oznaka �; je svaki broj
véci ili jednak �a; tj.

jA� aj = �a � �:
Ovo povlaµci

a�� � A � a+�:
Dakle, a1 = a � � je najmanja aproksimacija broja A; a a2 = a + � je
najvéca aproksimacija broja A: Vrijedi:

a =
a1 + a2
2

i � =
a2 � a1
2

;

i pi�emo A = a��:
Primjer 3.1 Poznato je da temperatura T u péci nije véca od 12450 i nije
manja od 12350; pita se smijemo li tvrditi da je temperatura u péci poznata
s toµcno�́cu do 100:
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Rje�enje: Budúci za (toµcnu) temperaturu T vrijedi

a1 = 1235
0 � T � 12450 = a2;

onda je pribliµzna temperatura

t =
12350 + 12450

2
= 12400

a graniµcna apsolutna pogre�ka

� =
12450 � 12350

2
= 50:

Dakle, temperatura T u péci je poznata s toµcno�́cu do 50; �to pi�emo

T = 12400 � 50:

Apsolutna i graniµcna apsolutna pogre�ka su imenovane veliµcine i izraµzavaju
se istim jedinicama kao i promatrana veliµcina.
Apsolutna pogre�ka ne karakterizira dovoljno toµcnost mjerenja. Npr. Ako
duµzinu letvice duljine 214 cm izmjerimo s toµcno�́cu 0:5 cm i duµzinu letvice
duljine 10 cm izmjerimo s toµcno�́cu 0:5 cm, ta mjerenja nisu jednako toµcna.
Zbog toga se uvodi relativna pogre�ka �a pribliµznog broja a, koji je pribliµzna
vrijednost veliµcine A, kao

�a =
�a

jAj :

Relativna pogre�ka je neimenovani broj. Relativnu pogre�ku µcesto ne moµzemo
znati iz istih razloga kao i apsolutnu pogre�ku, pa uvodimo graniµcnu relativnu
pogre�ku � kao svaki broj véci ili jednak �a, tj.

�a � �:

Ovo povlaµci
�a � jAj � �:

Dakle, jAj � � ima znaµcenje graniµcne apsolutne pogre�ke �, pa pi�emo

� = jAj � � ili � =
�

jAj :
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U praksi je obiµcno A � a; pa uzimamo

� =
�

jaj ili � = jaj � �:

No, sada je (uz uvjet a > 0)

a (1� �) = a� a � � � A � a+ a � � = a (1 + �)

�to kráce pi�emo
A = a (1� �) :

Graniµcna relativna pogre�ka redovito se uzraµzava u postocima.
Graniµcnu apsolutnu i graniµcnu relativnu pogre�ku obiµcno nazivamo apsolut-
nom i relativnom pogre�kom, jer u praktiµcnom raµcunu i ne radimo s pravom
apsolutnom i pravom relativnom pogre�kom.

Primjer 3.2 Mjerenje je na�eno da je temperatura tekúcine 2:30C � 0:10C:
Na�ite relativnu pogre�ku mjerenja temperature s obzirom na Celzijusovu i
apsolutnu skalu.
Rje�enje:

T � t = 2:30C = (2:3 + 273:15)0K = 275:450K

Sada je

�C =
0:10C

2:30C
=
0:1

2:3
� 0:0435 = 4:35%;

a

�A =
0:10K

275:450K
=

0:1

275:45
� 0:0004 = 0:04%:

Osnovni izvori pogre�aka

1. Pogre�ke problema i pogre�ke metode

� Pogre�ke problema - javljaju se pri samom formuliranju problema
(matematiµcki model µcesto je idealiziran).

� Pogre�ke metode - matematiµcki model je µcesto kompliciran za
rje�avanje, pa koristimo jednostavniji koji daje pribliµzno jednake
rezultate;
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2. Pogre�ke ostatka - javljaju se kao posljedica beskonaµcnih procesa (limesa)
u matematiµckoj analizi. Npr. µzelimo li rije�iti jednadµzbu

sin x = x� 1:

Jedan od naµcina je da funkciju sin x prikaµzemo kao beskonaµcan red

sinx = x� x
3

3!
+
x5

5!
� :::: = x� x

3

3!
+O

�
x3
�

Ako pretpostavimo sin x � x � x3

3!
, poµcetna jednadµzba se svodi na

rje�avanje jednadµzbe x� x3

3!
= x�1: Rje�enje ove jednadµzbe je pribliµzno

rje�enje poµcetne jednadµzbe, a pogre�ka ovisi o veliµcini (ostatku) O (x3) ;

3. Poµcetne pogre�ke - pogre�ke koje se véc nalaze u nekim matematiµckim
formulama (npr. neke fzikalne konstante);

4. Pogre�ke zaokruµzivanja - npr. 13 � 0:333 ili � � 3:14:

5. Pogre�ke raµcunskih operacija - ako raµcunamo sa véc zaokruµzenim bro-
jevima, izvo�enjem niza uzastopnih raµcunskih operacija dolazimo do
numeriµckih rezultata koji su tako�er pribliµzni brojevi. Pitanje: kako
pogre�ke poµcetnih podataka utjeµcu na pogre�ku konaµcanog rezultata?

3.2 Pribliµzno rje�avanje jednadµzbi

Toµcne korijene (rje�enja) jednadµzbe

f (x) = 0

(algebarske ili transcendentne) općenito nije mogúce náci, pa traµzimo prib-
liµzna rje�enja.
Primjer 3.3 Ako je f (x) = Pn (x) ; gdje je Pn (x) polinom n�tog stupnja,
onda rije�iti jednadµzbu

Pn (x) = 0;

znaµci náci korijene polinoma Pn (x) : Po osnovnom teoremu algebre ovaj poli-
nom ima n korijena, pri µcemu neki mogu biti me�usobno jednaki, a neki od
njih mogu biti realni brojevi a neki kompleksni brojevi. Nas zanimaju samo
realna rje�enja. Ako je n � 4 postoje formule pomoću kojih moµzemo náci
korijene, a za n � 5 se pokazalo da takva formula ne postoji.
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Rije�iti jednadµzbu f (x) = 0 znaµci náci nul-toµcke funkcije y = f (x).

Dakle, najednostavnije se dolazi do pribliµznih rje�enja jednadµzbe ako se
nacrta graf funkcije y = f (x) i odrede toµcke u kojima taj graf sijeµce x�os. To
je gra�µcka metoda rje�avanja, a na taj naµcin dobiveno rje�enje se uzima kao
poµcetna, gruba pribliµzna vrjednost traµzenog korijena i naziva poµcetno pribliµzno
rje�enje (ili nulta aproksimacija).
Gra�µcka metoda se moµze pojednostavniti ako je mogúce napisati

f (x) = f1 (x)� f2 (x) ;
gdje su f1 (x) i f2 (x) funkcije µciji se grafovi dadu lak�e nacrtati nego graf
polazne funkcije f (x) :
Ako je c ona vrijednost za koju je f1 (c) = f2 (c) ; onda je c rje�enje jednadµzbe
f (x) = 0; tj. onda je f (c) = 0: Dakle, c je apscisa toµcke u kojoj se grafovi
funkcija f1 (x) i f2 (x) sijeku.
Primjer 3.4 Gra�µckom metodom odredite pribliµznu vrijednost najmanjeg
pozitivnog korijena jednadµzbe

x� tgx = 0:
Rje�enje: Ova jednadµzba je oblika f (x) = 0; gdje je

f (x) = x� tgx = f1 (x)� f2 (x) ;
a f1 (x) = x i f2 (x) = tgx:
Sa slike (slika 1.) vidimo da jednadµzba x� tgx = 0 ima beskonaµcno rje�enja
i da se najmanji pozitivni korijen c nalazi u intervalu

�
�; 3�

2

�
: Budúci je � �

3: 14 i 3�
2
� 4: 72, onda je

3: 14 < c < 4: 72:

Ovaj interval moµzemo jo�suziti. Naime, budúci je

f1 (4) = 4 > f2 (4) = tg4 � 1: 158;
onda je graf funkcije f1 (x) iznad grafa funkcije f2 (x) za x 2 (�; 4] ; pa je
c 2

�
4; 3�

2

�
, tj.

4 < c < 4: 72;

pa moµzemo uzesti npr. c � 4+4: 72
2

= 4: 36:
Numeriµcki naµcin rje�avanja puno je toµcniji od gra�µckog jer se vrijednost ko-
rijena moµze odrediti na onoliko toµcnih decimala koliko to µzelimo.
Postoji vi�e numeriµckih metoda za rje�avanje jednadµzbe f (x) = 0: Vaµznije
su:
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� Metoda polovljenja ili bisekcije;

� Metoda sekante;

� Metoda tangente;

� Kombinirana metoda;

� Metoda iteracije.

Kod kori�tenja navedenih metoda funkcija y = f (x) obiµcno mora ispunjavati
odre�ene uvjete:

a) Funkcija y = f (x) na intervalu [a; b] mora biti neprekidna (zajedno sa
svojim derivacijama f 0 (x) i f 00 (x));

b) Mora vrijediti f (a) f (b) < 0;

c) f 0 (x) (i f 00 (x)) moraju zadrµzavati predznak na µcitavom intervalu.

Ako je ispunjen uvjet a) (tj. funkcija y = f (x) je na intervalu [a; b] neprekidna)
i uvjet b) (tj. za brojeve f (a) i f (b) vrijedi: f (a) 6= 0 i f (b) 6= 0 i imaju
razliµciti predznak), onda postoji toµcka c 2 (a; b) za koju je f (c) = 0:
Uvjet c), tj. ako f 0 (x)ima konstantan predznak na [a; b] osigurava da na tom
intervalu funkcija y = f (x) ima samo jednu nul-toµcku.

Metoda polovljenja ili bisekcije

Zadatak: Traµzimo rje�enje jednadµzbe f (x) = 0 za x 2 [a; b] ; tj. toµcku
c 2 [a; b] za koju je f (c) = 0;

Pretpostavka: Funkcija y = f (x) ispunjava uvjete a), b), c) od prije
[uvjet c) ne-nuµzno].

Metoda:
Podijelimo interval [a; b] = [a0; b0] na pola, tj. na�emo toµcku a+b

2
: Ako je:

� f
�
a+b
2

�
= 0 onda je c = a+b

2
;
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� f
�
a+b
2

�
6= 0 onda odabiremo interval

[a1; b1] =

�
a;
a+ b

2

�
ili [a1; b1] =

�
a+ b

2
; b

�
tako da funkcija y = f (x) ima razliµcite predznake na krajevima inter-
vala. Ovo osigurava da je c 2 (a1; b1) :

Ponovimo ovaj postupak za interval [a1; b1] : Na taj naµcin, u n koraka, dolaz-
imo do niza intervala:

[a0; b0] ; [a1; b1] ; [a2; b2] ; :::; [an; bn] :

Kad bi proces nastavili do beskonaµcnosti, imali bi

lim
n!1

an = lim
n!1

bn = c:

�irina intervala [an; bn] je

an � bn =
1

2n
(b� a) :

Budúci je c 2 (an; bn), onda je

0 < c� an < bn � an =
1

2n
(b� a) :

Ako uzmemo za c bilo koji broj iz intervala (an; bn) ; ne radimo gre�ku vécu
od 1

2n
(b� a) ; pa obiµcno uzimamo

c � an + bn
2

= c�:

Sada je,

jc� c�j < 1

2n
(b� a)

ili
c = c� � 1

2n
(b� a) :

Mana metode: Mora se koristiti za svaki korijen jednadµzbe f (x) = 0
posebno.
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Primjer 3.5Metodom polovljenja odredite pribliµznu vrijednost korijena jed-
nadµzbe

e�x + lnx = 0

s toµcno�́cu 10�1.
Rje�enje: Funkciju f (x) = e�x + lnx; moµzemo zapisati u obliku

f (x) = e�x � (� lnx)

pa crtamo grafove funkcija f1 (x) = e�x i f1 (x) = � lnx: (slika2.)
Sa slike vidimo da je c 2 [0:5; 1] : Provjerimo to. Budúci je f1 (0:5) = e�0:5 =
0:606 53 < 0:693 15 = � ln 0:5 = f2 (0:5) ; a f1 (1) = e�1 = 0:367 88 > 0 =
� ln 1 = f2 (1), krivulje se sijeku u toµcki µcija je apscisa izme�u toµcaka 0; 5
i 1 (tj. me�usobni poloµzaj grafova je dobro skiciran na intervalu [0:5; 1]).
Odredimo sada broj potrebnih koraka n za danu toµcnost 10�1: Mora biti
zadovoljeno

b� a
2n

=
1� 0:5
2n

<
1

10
=) 2n+1 > 10 =) 2: 321 9 < n:

Dakle, dovoljna su n = 3 koraka. Imamo [a0; b0] = [0:5; 1] i

f (0:5) = e�0:5 + ln 0:5 = �8: 661 7� 10�2 < 0;
f (1) = e�1 + ln 1 = 0:367 88 > 0:

Odredimo a0+b0
2

= 0:5+1
2

= 0:75 i f (0:75) = e�0:75 + ln 0:75 = 0:184 68 > 0:
Dakle sada je [a1; b1] = [0:5; 0:75] : Nastavimo s polovljenjem i dobivamo:

a1+b1
2

= 0:5+0:75
2

= 0:625 i f (0:625) = e�0:625 + ln 0:625 = 6: 525 8� 10�2 > 0
a2+b2
2

= 0:5+0:625
2

= 0:562 5 i f (0:562 5) = e�0:562 5 + ln 0:562 5 = �5: 581 3� 10�3 < 0

i
�
ai

+

bi
0 0:5 1
1 0:5 0:75
2 0:5 0:625
3 0:562 5 0:625

Ako uzmemo za c bilo koji broj iz intervala (a3; b3) = (0:562 5; 0:625) ; ne
radimo gre�ku vécu od 1

23
(1� 0:5) = 1

24
; pa uzimamo

c � a3 + b3
2

=
0:562 5 + 0:625

2
= 0:593 75 = c�:
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Sada je

c = 0:593 75� 1

24
= 0:593 75� 0:062 5;

tj. c 2 (0:656 25; 0:531 25).

3.3 Metoda najmanjih kvadrata

Ako mjerimo neku veliµcinu vi�e puta dobivamo razliµcite vrijednosti. Dakle,
javljaju se gre�ke (grube, sustavne, sluµcajne). Sluµcajne gre�ke je nemogúce
izbjéci (javljaju se kao posljedica nesavr�eosti osjetila i instrumenata).
Pravu vrijednost X mjerene veliµcine nije mogúce odrediti, pa odre�ujemo
najvjerojatniju vrijednost te veliµcine.
Ako smo izvr�ili nmjerenja i dobili rezultate s1; s2; :::; sn onda je , po Gaussu,
najvjerojatnija vrijednost od X upravo aritmetiµcka sredina

x =
s1 + s2 + :::+ s

n

Prividne gre�ke su odstupanja rezultata mjerenja od aritmetiµcke sredine x;
tj.

d1 = x� s1; d2 = x� s2; ::: ; dn = x� sn:
Gauss je pokazao da će najvjerojatnija vrijednost mjerene veliµcine, ako smo
izvr�ili n mjerenja, biti ona kod koje je suma kvadrata odstupanja (prividnih
gre�aka) rezultata mjerenja od aritmetiµcke sredine biti najmanja, tj. vjero-
jatnost će biti najvéca ako je

d21 + d
2
2 + :::+ d

2
n

najmanje (minimalno).
Ovaj naµcin pristupa ispitivanju sluµcajnih gre�aka se naziva metoda najmanjih kvadrata.

Analitiµcki prikaz eksperimentalnih podataka linearnom funkcijom
po metodi najmanjih kvadrata

Ako smo prilikom nekog mjerenja dobili n parova brojeva (xi; yi) ; i = 1; 2; :::; n;
tada svakom od tih parova moµzemo pridruµziti toµcku u koordinatnom sustavu.
Ako se tako dobivene toµcke pribilµzno podudaraju s toµckama nekog pravca,
onda µzelimo náci jednadµzbu tog pravaca. Dakle, traµzimo jednadµzbu pravca
y = Ax + B koji najbolje aproksimira dane podatke, tj. traµzimo nepoznate
koe�cijente A i B. (Slika 3.)
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Neka jeMi (xi; yi) toµcka u ravnini koja odgovara podatku (xi; yi) ; aNi (xi; Yi)
toµcka na traµzenom pravcu y = Ax+B (koja ima istu apscisu kao iMi). (Slika
4.) Traµzimo da zbroj kvadrata udaljenosti toµcaka Mi i Ni bude minimalna,
tj. da

S = d21 + d
2
2 + :::+ d

2
n =

nX
i=1

d2i

bude minimalno. Budúci je di = jyi � Yij onda je

S =

nX
i=1

d2i =
nX
i=1

(yi � Yi)2

Kako Ni leµzi na pravcu y = Ax+B, onda je Yi = Axi +B; pa je

S =
nX
i=1

(yi � Yi)2 =
nX
i=1

(yi � Axi �B)2 :

Sada je S = S(A;B) funkcija dviju varijabli A i B. Dakle, traµzimo one
vrijednosti od A i B za koje je S minimalno (ima minimum).
Nuµzan uvjet za ekstrem je:

@S

@A
= 0

@S

@B
= 0:

Budúci je
@S
@A
=

nP
i=1

�2xi (yi � Axi �B) = 0

@S
@B
=

nP
i=1

�2 (yi � Axi �B) = 0

9>>>=>>>; =)

@S
@A
= �2

nP
i=1

xi (yi � Axi �B) = 0

@S
@B
= �2

nP
i=1

(yi � Axi �B) = 0

9>>>=>>>; =)

A
nP
i=1

x2i +B
nP
i=1

xi =
nP
i=1

xiyi

A
nP
i=1

xi + nB =
nP
i=1

yi

9>>>=>>>; odredbeni sustav
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Odredbeni sustav je sustav od dvije linearne jednadµzbe s dvije nepoznanice.
Nakon �to rije�imo sustav dobivamo vrijednosti A = A0 i B = B0:

Za te vrijednosti funkcija S ima mogúci ekstrem. Dovoljne uvjete nije potrebno
odre�ivati jer se moµze pokazati da je to uvijek ekstrem i to minimum. Dakle,
traµzena jednadµzba pravca je

y = A0x+B0:

Primjer 3.6 Metodom najmanjih kvadrata odredite linearnu funkciju koja
aproksimira empiriµcke podatke dane tablicom

xi �2 �1:5 �1 �0:5 0
yi �1 �2:75 �4 �4:75 �5

Rje�enje: Odredbeni sustav je

A
5P
i=1

x2i +B
5P
i=1

xi =
5P
i=1

xiyi

A
5P
i=1

xi + 5B =
5P
i=1

yi:
(1)

Napravimo tablicu

i xi yi x2i xiyi

1 �2 �1 4 2
2 �1:5 �2:75 2:25 4:125
3 �1 �4 1 4
4 �0:5 �4:75 0:25 2:375
5 0 �5 0 0P

�5 �17:5 7:5 12:5

;

pa podatke uvrstimo u (1) i dobivamo sustav

7:5A� 5B = 12:5
�5A+ 5B = �17:5:

Rje�enje ovog sustava je A = �2 i B = �5:5; tj. traµzeni pravac (linearna
funkcija je) (Slika 5.)

y = �2x� 5:5:
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Analitiµcki prikaz eksperimentalnih podataka kvadratnom funkcijom
po metodi najmanjih kvadrata

Ako se podaci (xi; yi) ; i = 1; 2; :::; n; nakon �to ih prikaµzemo u kooordinatnom
sustavu, pribliµzno podudaraju s nekom parabolom (Slika 6.), onda zavisnost
x� a i y � a traµzimo u obliku kvadratne funkcije

y = Ax2 +Bx+ C

Sliµcno kao u prethodnom sluµcaju, koe�cijente A; B; C traµzimo metodom
najmanjih kvadrata.
Dakle, zahtjevamo da suma kvadrata udaljenosti toµcakaMi (xi; yi) iNi (xi; Yi)
(Ni leµzi na paraboli) bude minimalna, tj. da

S =
nX
i=1

d2i =
nX
i=1

(yi � Yi)2 =
nX
i=1

�
yi � Ax2i �Bxi � C

�2
bude minimalno.
Nuµzan uvjet za ekstrem je:

@S

@A
= 0

@S

@B
= 0

@S

@C
= 0:

Nakon �to na�emo parcijalne derivacije od S i izjednaµcimo ih s nulom; dobi-
vamo sustav:

A
nP
i=1

x4i +B
nP
i=1

x3i + C
nP
i=1

x2i =
nP
i=1

x2i yi

A
nP
i=1

x3i +B
nP
i=1

x2i + C
nP
i=1

xi =
nP
i=1

xiyi

A
nP
i=1

x2i +B
nP
i=1

xi + C � n =
nP
i=1

yi

9>>>>>>>>=>>>>>>>>;
odredbeni sustav

Odredbeni sustav je sustav od tri linearne jednadµzbe s tri nepoznanice A,
B, C. Nakon �to rije�imo sustav dobivamo vrijednosti A = A0; B = B0 i
C = C0: Za ove vrijednosti funkcija S poprima minimalnu vrijednost, pa je
traµzena jednadµzba parabole

y = A0x
2 +B0x+ C0:

12



3.4 Interpolacija

Promatrana funkcija y = f (x) moµze biti zadana:

� formulom koja moµze biti sloµzena ili iz nekih razloga neprikladna;

� svojim grafom;

� tablicom s odre�enim brojem svojih parova vrijednosti (xi; yi) ; i =
0; 1; 2; :::; n.

Pretpostavljamo da su za vrijednosti argumenata:

x0; x1; x2; :::; xn

poznate funkcijske vrijednosti:

y0; y1; y2; :::; yn:

Problem interpolacije: Pomoću ovih poznatih funkcijskih vrijednosti izraµcu-
nati vrijednost funkcije za neki x 2 [a; b], gdje je a = x0 < x1 < ::: < xn = b:
Problem ekstrapolacije: Pomoću ovih poznatih funkcijskih vrijednosti izraµcu-
nati vrijednost funkcije za neki x =2 [a; b], gdje je a = x0 < x1 < ::: < xn = b:
(puno zahtjevniji problem).
Problem interpolacije rje�avamo tako �to traµzimo funkciju

y = F (x) (interpolacijska funkcija)

koja će prolaziti danim toµckama i koja će �to manje odstupati od polazne fun-
cije na intervalu [a; b] : Pri tome zahtjevamo da interpolacijaska funkcija y =
F (x) pripada nekoj unaprijed zadanoj klasi funkcija. Obiµcno pretpostavl-
jamo da je F (x) polinom (ako imamo n + 1 toµcku onda je F (x) = Pn (x)
polinom n�tog stupnja). Ako je F (x) polimnom n�tog stupnja, onda njegov
graf mora sjeµci graf polazne funkcije y = f (x) u zadanim toµckama (xi; yi) : Pri
tome zahtjevamo da taj graf ne odstupa previ�e od grafa funkcije y = f (x), tj.
da za neki zadani x; s nekom sigurno�́cu, moµzemo uzesti ordinatu y = Pn (x)
umjesto ordinate y = f (x). (Slika 7.)

13



Lagrangeov interpolacijski polinom

Neka su za funkciju y = f (x) ; za n+ 1 razliµcitih vrijednost argumenta

x0; x1; x2; :::; xn

poznate funkcijske vrijednosti:

f (x0) = y0; f (x1) = y1; ::: ; f (xn) = yn:

Traµzimo polinom n�tog stupnja Ln (x) za koji vrijedi
Ln (xi) = f (xi) = yi; i = 0; 1; 2; :::; n:

Pretpostavljamo da je Ln (x) oblika

Ln (x) = a0 (x� x1) (x� x2) � ::: � (x� xn)+

+ a1 (x� x0) (x� x2) � ::: � (x� xn) + ::: +

+ an (x� x0) (x� x1) � ::: � (x� xn�1)

Traµzimo nepoznate koe�cijente ai; i = 0; 1; 2; :::; n: Budúci je

Ln (x0) = a0 (x0 � x1) (x0 � x2) � ::: � (x0 � xn) + 0 + :::+ 0

a Ln (x0) = y0; onda je

a0 =
y0

(x0 � x1) (x0 � x2) � ::: � (x0 � xn)
:

Sliµcno se pokaµze da je :

a1 =
y1

(x1 � x0) (x1 � x2) � (x1 � x3) � ::: � (x1 � xn)
;

...

ai=
yi

(xi�x0) (xi�x1) � ::: � (xi�xi�1) � (xi�xi+1) � ::: � (xi�xn)
;

...

an =
yn

(xn � x0) (xn � x1) � (xn � x2) � ::: � (xn � xn�1)
:

14



Sada je

Ln (x) = y0
(x� x1) (x� x2) � ::: � (x� xn)
(x0 � x1) (x0 � x2) � ::: � (x0 � xn)| {z }

l0(x)

+ ::: +

+ yn
(x� x0) (x� x1) � ::: � (x� xn�1)

(xn � x0) (xn � x1) � (xn � x2) � ::: � (xn � xn�1)| {z }
ln(x)

Ovaj polinom se naziva Lagrangeov interpolacjski polinom (ili Lagrangeova
interpolacjska formula).

Primjer 3.7 Odredite Lagrangeov interpolacjski polinom za funkciju zadanu
tablicom

xi �1 0 1

yi 10 5 6

Rje�enje:

L2 (x)= 10�
(x� 0) � (x� 1)
(�1� 0) � (�1� 1)+5�

(x� (�1)) � (x� 1)
(0� (�1)) � (0� 1)+

+6 � (x� (�1)) � (x� 0)
(1� (�1)) � (1� 0) =

=
10

2

�
x2 � x

�
+
5

�1
�
x2 � 1

�
+
6

2

�
x2 + x

�
=

= 3x2 � 2x+ 5

Primjer 3.8 Odredite Lagrangeov interpolacjski polinom za funkciju f (x) =
sin �x odabirúci toµcke

x0 = 0; x1 =
1

6
; x1 =

1

2
:
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Rje�enje: Budúci je

y0 = sin (0) = 0; y1 = sin�
1

6
=
1

2
; y2 = sin�

1

2
= 1:

imamo
xi 0 1

6
1
2

yi 0 1
2
1
:

Sada je

L2 (x) = 0 �
�
x� 1

6

�
�
�
x� 1

2

��
0� 1

6

�
�
�
0� 1

6

� + 1
2
�
(x� 0) �

�
x� 1

2

��
1
6
� 0
�
�
�
1
6
� 1

2

�+
+1 �

(x� 0) �
�
x� 1

6

��
1
2
� 0
�
�
�
1
2
� 1

6

� = �3x2 + 7
2
x

Sada je za x = 1
3
2
�
0; 1

2

�
sin

�
� � 1
3

�
� �3

�
1

3

�2
+
7

2
�
�
1

3

�
=
5

6

Budúci je sin
�
� � 1

3

�
= 1

2

p
3; gre�aka je

f

�
1

3

�
� L2

�
1

3

�
=
1

2

p
3� 5

6
� 0:0327

(Slika 8.)

Općenito, kad se funkcija y = f (x) zamijeni Lagrangeovim polinomom,
naµcini se gre�ka

Rn (x) = f (x)� Ln (x) :
Moµze se pokazati da za apsolutnu gre�ku vrijedi

jRn (x)j = jf (x)�Ln (x)j �
Mn+1

(n+ 1)!
j(x� x0) (x� x1) �:::� (x� xn)j

gdje je
Mn+1 = max

a�x�b

��f (n+1) (x)�� :
16



Primjer 3.9 Iz Primjera 3.8 za f (x) = sin �x i L2 (x) = �3x2+ 7
2
x odredimo

gornju granicu gre�ke. Budúci je

M3 = max
0�x� 1

2

��(sin �x)000�� = max
0�x� 1

2

����3 cos �x�� =
= max

0�x� 1
2

�3 jcos �xj = �3 cos 0 = �3

imamo

jR2 (x)j = jf (x)�L2 (x)j �
�3

3!

����(x� 0)�x�16
��

x�1
2

����� ;
pa je ����R2�13

����� � �3

3!

�����13�0
��

1

3
�1
6

��
1

3
�1
2

����� / 0:0479:

3.5 Pribilµzna integracija

Ako je funkcija f (x) neprekidna na intervalu [a; b] i ako je njena primitivna
funkcija F (x) (tj. F 0 (x) = f (x)) poznata, onda se odre�eni integral od f (x)
od a do b raµcuna po Newton-Leibnitzovoj formuli

bZ
a

f (x) dx = F (b)� F (a) :

U mnogim sluµcajevima primitivnu funkciju F (x) nije mogúce náci (ili je vrlo
te�ko), pa je Newton-Leibnitzova formula neupotrebljiva. U tim sluµcajevima

traµzimo pribliµznu vrijednost integrala
bR
a

f (x) dx:

Postoje razne metode za pribliµzno raµcunanje integrala. Osnovna podjela je:

� numeriµcka integracija;

� gra�µcka integracija.

17



Numeriµcka integracija

Osnovna ideja: Zamjenjujemo podintegralnu funkciju f (x) nekom drugom
jednostavnijom funkcijom ' (x) (npr. djelovima pravca, Lagrangeovim poli-
nomom,...), koja na segmentu [a; b] aproksimira f (x) i koja se moµze direktno
integrirati.

bZ
a

f (x) dx �
bZ
a

' (x) dx = �(b)� � (a) (�0 (x) = ' (x))

Tu se postavlja pitanje i ocjene gre�ke koja nastaje pribliµznim integriranjem.
Prisjetimo se: ako je f (x) � 0 za svaki x 2 [a; b] ; onda je

bZ
a

f (x) dx = P

gdje je P povr�ina lika ome�enog krivuljom y = f (x) ; x�osi i pravcima
x = a i x = b: (Slika 9.)
Kod numeriµcke integracije najvi�e se koriste metode koje zadani integral
aproksimiraju konaµcnom sumom

bZ
a

f (x) dx �
nX
i=0

aif (xi) :

Osnovna ideja i oznake: Neka je f (x) zadana na segmentu [a; b] : µZelimo
odrediti pribliµznu vrijednost integrala

I =

bZ
a

f (x) dx;

aproksimirajúci ga konaµcnom sumom.
Razdijelimo segment [a; b] na n jednakih djelova (podintervala) s diobenim
toµckama

a = x0; x1; x2; :::; xn = b

Udaljenost susjednih toµcaka, odnosno �irina svakog podintervala je

h =
b� a
n

18



Pripadne funkcijske vrijednosti oznaµcimo sa:

f (x0) = y0; f (x1) = y1; ::: ; f (xn) = yn:

(Slika 10.)

Pravokutna formula

Pretpostavimo, u poµcetku, da je f (x) � 0 za svaki x 2 [a; b] : S dvije susjedne
diobene toµcke xi�1 i xi; odre�ena su dva pravokutnika. Prvi odre�en s xi�1
i xi ima bazu h i visinu yi�1; tj. povr�inu

P �i = h � yi�1;

Drugi odre�en s xi�1 i xi ima bazu h i visinu yi; tj. povr�inu

P ��i = h � yi:

Sada je

I =

bZ
a

f (x) dx �
nX
i=1

P �i �
nX
i=1

h � yi�1 = h
nX
i=1

yi�1 =

= h (y0 + y1 + :::+ yn�1) ;

tj.
I � h (y0 + y1 + :::+ yn�1) = I�Ln

Sumu I�L nazivamo lijeva pravokutna formula (jer su za visine prvokutnika
odabrane ordinate da lijevom kraju svakog intervala). (Slika 11.)
Sliµcno,

I =

bZ
a

f (x) dx �
nX
i=1

P ��i �
nX
i=1

h � yi = h
nX
i=1

yi =

= h (y1 + y2 + :::+ yn) ;

tj.
I � h (y1 + y2 + :::+ yn) = I�Dn

Sumu I�D nazivamo desna pravokutna formula (jer su za visine prvokutnika
odabrane ordinate da desnom kraju svakog intervala). (Slika 11.)
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Napomena: �to imamo vi�e diobenih toµcaka, tj. �to je n véci, aproksimacija
je bolja. Lijeva i desna pravokutna formula vrijede i kad nije zadovoljeno
f (x) � 0 za svaki x 2 [a; b] :
Ako je n = 1 imamo

I =

bZ
a

f (x) dx � hy0 = (b� a) � f (a) (Slika 12.)

�to je osnovna lijeva pravokutna formula i

I =

bZ
a

f (x) dx � hy1 = (b� a) � f (b) (Slika 13.)

�to je osnovna desna pravokutna formula.

Primjer 3.10 Aproksimirajte integral

�
2Z
0

cosx � dx

osnovnom lijevom i osnovnom desnom pravokutnom formulom, te lijevom i
desnom pravokutnom formulom za n = 5:
Rje�enje: Imamo

I =

�
2Z
0

cosx � dx = sinxj
�
2
0 = sin

�

2
� sin 0 = 1

Lijeva osnovna pravokutna formula nam daje

I �
��
2
� 0
�
� cos 0 = �

2
� 1 = �

2
;

a desna osnovna pravokutna formula

I �
��
2
� 0
�
� cos �

2
=
�

2
� 0 = 0:
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(Slika 15.). Gre�ka je

�L1 = I � �
2
= 1� �

2
� �0:571;

�D1 = I � 0 = 1� 0 = 1:

Za n = 5 imamo

h =
�
2
� 0
5

=
�

10
;

pa je
i xi yi
0 0 cos 0 = 1
1 �

10
cos �

10
= 0:951 06

2 2�
10

cos 2�
10
= 0:809 02

3 3�
10

cos 3�
10
= 0:587 79

4 4�
10

cos 4�
10
= 0:309 02

5 5�
10
= �

2
cos �

2
= 0

Sada je (Slika 14.)

I � I�L5 = h (y0 + y1 + :::+ y4) =

=
�

10
(1 + 0:951 06 + 0:809 02 + 0:587 79 + 0:309 02)� 1: 148 8

i

I � I�D5 = h (y1 + y1 + :::+ y5) =

=
�

10
(0:951 06 + 0:809 02 + 0:587 79 + 0:309 02 + 0)� 0:834 69

Gre�ka je

�L5 = I � I�L5 = 1� 1: 148 8 � �0:148 8;

�D5 = I � I�D5 = 1� 0:834 69 � 0:165 31:

Napomena: �to je funkcija strmija, gre�ka je véca.
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Trapezna formula
Razdijelimo segment [a; b] na n jednakih djelova (podintervala) s diobenim
toµckama

a = x0; x1; x2; :::; xn = b

Udaljenost susjednih toµcaka, odnosno �irina svakog podintervala je

h =
b� a
n
:

Pripadne funkcijske vrijednosti oznaµcimo sa:

f (x0) = y0; f (x1) = y1; ::: ; f (xn) = yn:

S dvije susjedne diobene toµcke xi�1 i xi; odre�en je trapez usporednih stranica
yi�1 i yi i visine h. Povr�ina tog trapeza je

Pi = si � h = h �
yi�1 + yi

2
:

Sada je (Slika 15.)

I =

bZ
a

f (x) dx �
nX
i=1

Pi�
nX
i=1

h�yi�1+yi
2

=
h

2

nX
i=1

(yi�1+yi)=

=
h

2

�
(y0+y1) + (y1+y2) + :::+

�
yn�2+yn�1

�
+ (yn�1+yn)

�
;

tj.

I � h

2
(y0 + yn + 2 (y1 + :::+ yn�1)) = I

�
Tn

Sumu I�Tn nazivamo trapezna formula.
Ako je n = 1 imamo

I =

bZ
a

f (x) dx � h

2
(y0 + y1) =

(b� a)
2

� (f (a) + f (b))

�to je osnovna trapezna formula. (Slika 16.)
Moµze se pokazati da je apsolutna gre�ka

�Tn =
��I � I�Tn�� � M (b� a)3

12 � n2
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gdje je
M = max

a�x�b
jf 00 (x)j :

Primjer 3.11 Aproksimirajte integral

4Z
0

dxp
1 + x2

osnovnom trapeznom formulom, te trapeznom formulom za n = 4:

Rje�enje: Imamo

I =

4Z
0

dxp
1 + x2

= ln
���x+p1 + x2������4

0
=

= ln
�
4 +

p
17
�
� 2: 094 7

Osnovna trapezna formula nam daje

I � I�T1 =
(4� 0)
2

�
�

1p
1 + 02

+
1p
1 + 42

�
� 2: 485 1;

(Slika 17.) Gre�ka je

I � I�T1 = 2: 094 7� 2: 485 1 = �0:390 4;

�T1 =
��I � I�T1�� = 0:390 4:

Za n = 4 imamo h = 4�0
4
= 1; pa je

i xi yi
0 0 1
1 1 1p

1+12
= 0:707 11

2 2 1p
1+22

= 0:447 21

3 3 1p
1+32

= 0:316 23

4 4 1p
1+42

= 0:242 54
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Sada je

I � I�T4 =
h

2
(y0 + y4 + 2 (y1 + y2 + y3)) =

1

2
(1 + 0:242 54 + 2� (0:707 11 + 0:447 21 + 0:316 23))� 2:0918:

(Slika 18.). Gre�ka je

I � I�T4 = 2: 094 7� 2:0918 = 0:002 9;

�T4 =
��I � I�T4�� = 0:002 9:

a relativna gre�ka

�T1 =
�T1

I
=
0:002 9

2: 094 7
� 0:001384 � 100 � 0:1%

Budúci je

f 00 (x) =
2x2 � 1
(x2 + 1)

5
2

;

(Slika 19.) onda je

M = max
0�x�4

����� 2x2 � 1(x2 + 1)
5
2

����� =
�����2 � 02 � 1(02 + 1)

5
2

����� = 1
(Slika 20.) pa bi ocjena gre�ke (ako ne znamo pravu vrijednost I integrala)
bila

za n = 1 �T1 �
1 � (4� 0)3

12 � 12 / 5:3334

za n = 4 �T4 �
1 � (4� 0)3

12 � 42 / 0:3334
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Simpsonova formula

S tri toµcke u ravnini (razliµcitih apscisa) odre�ena je parabola. Ako su toµcke
T1 (x1; y1) ; T2 (x2; y2) ; T3 (x3; y3) onda je jednadµzba parabole

y = Ax2 +Bx+ C;

gdje su koe�cijenti A, B i C, rje�enja sustava

Ax21 +Bx1 + C = y1
Ax22 +Bx2 + C = y2
Ax23 +Bx3 + C = y3

:

Povr�ina ispod luka parabole y = Ax2 + Bx + C nad segmentom [u; v],
izraµzena pomoću tri ordinate, je

Pip =
v � u
6

�
�
y (u) + 4 � y

�
u+ v

2

�
+ y (v)

�
Primjer 3.12 Odredite jednadµzbu parabole koja prolazi toµckama T1 (�1; 2) ;
T2 (0; 1) ; T3 (1; 4) i izraµcunajte povr�inu ispod te parabole nad segmentom
[�1; 1] :
Rje�enje Ako je jednadµzba parabole y = Ax2 +Bx+ C; onda je

A�B + C = 2
C = 1

A+B + C = 4

9=; =) A = 2; B = 1; C = 1

pa je jednadµzba parabole y = 2x2 + x + 1: (Slika 21.. Budúci je u = �1,
v = 1; onda je u+v

2
= 0; pa je

Pip =
1� (�1)

6
� [2 + 4 � 1 + 4] = 10

3
:

Neka je dan integral

I =

bZ
a

f (x) dx:

Razdijelimo segment [a; b] na n jednakih djelova, gdje je n paran broj, s
diobenim toµckama

a = x0; x1; x2; :::; xn = b
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Udaljenost susjednih toµcaka, odnosno �irina svakog podintervala je

h =
b� a
n

Pripadne funkcijske vrijednosti oznaµcimo sa:

f (x0) = y0; f (x1) = y1; ::: ; f (xn) = yn:

Promatrajmo podintervale

[x0; x2] ; [x2; x4] ; :::; [xn�2; xn] ;

duljine 2h: Nad svakim od tih intervala [xi�1; xi+1] zamijenimo luk krivulje
y = f (x) lukom parabole koja prolazi toµckama Ti�1 (xi�1; yi�1) ; Ti (xi; yi) ;
Ti+1 (xi+1; yi+1). Povr�ine ispod lukova tih parabola nad segmentima [x0; x2] ;
[x2; x4] ; :::; [xn�2; xn] oznaµcimo redom P1, P3; :::, Pn�1: (Slika 22.). Tada je

P1 =
x2 � x0
6

� (y0 + 4y1 + y2)

P3 =
x4 � x2
6

� (y2 + 4y3 + y4)

...

Pn�1 =
xn � xn�2

6
� (yn�2 + 4yn�1 + yn) :

Sada je

I =

bZ
a

f (x) dx � P1 + P2 + :::+ Pn�1 = I�Sn

Budúci je x2 � x0 = x4 � x2 = ::: = xn � xn�2 = 2h; onda je

I�Sn =
h

3
[(y0 + yn) + 4 (y1 + y3 + :::+ yn�1) + 2 (y2 + y4 + :::+ yn�2)]

Sumu I�Sn nazivamo Simpsonova formula.

Ako je n = 2 imamo (Slika 23.)

I =

bZ
a

f (x) dx � h

3
[y0 + y2 + 4y1] =

b� a
6

�
�
f (a) + f (b) + 4 � f

�
a+ b

2

��
:
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Ovo je osnovna Simpsonova formula.
Moµze se pokazati da je apsolutna gre�ka

�Sn =
��I�I�Sn�� � M (b� a)5

180 � n4
gdje je

M = max
a�x�b

��f (iv) (x)�� :
Primjer 3.13 Aproksimirajte integral

4Z
0

dxp
1 + x2

Simpsonovom formulom za n = 4:
Rje�enje: Imamo (Primjer 3.11)

I =

4Z
0

dxp
1 + x2

� 2: 094 7

Za n = 4 imamo
h =

4� 0
4

= 1;

pa je
i xi yi
0 0 1
1 1 1p

1+12
= 0:707 11

2 2 1p
1+22

= 0:447 21

3 3 1p
1+32

= 0:316 23

4 4 1p
1+42

= 0:242 54

Sada je

I � I�s4 =
h

3
[(y0 + y4) + 4 (y1 + y3) + 2 � y2] =

=
1

3
(1 + 0:242 54 + 4 � (0:707 11 + 0:316 23)+2 � 0:447 21) �

� 2: 076 8:
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Gre�ka je

I � I�S4 = 2: 094 7� 2: 076 8 � 0:017 9

�S4 =
��I � I�S4�� = 0:017 9:

a relativna gre�ka

�S4 =
�S4

I
=
0:017 9

2: 094 7
� 0:008545 � 0:8%:

3.6 Pribliµzno rje�avanje diferencijalnih jednadµzbi

Traµzimo rje�enje y = y (x) diferencijalne jednadµzbe

y0 = f (x; y)

na intervalu [x0; b] ; uz poµcetni uvjet y (x0) = y0: Ako to rje�enje postoji,
ali ne moµzemo náci njegov analitiµcki izraz, onda traµzimo pribliµzno numer-
iµcko rje�nje. Pod pribliµznim numeriµckim rje�enjem gornje jednadµzbe uz dani
poµcetni uvjet, smatramo funkciju zadanu tablicom vrijednosti

xi x0 x1 ::: xn = b

yi y0 y1 ::: yn

uz uvjet da je yi pribliµzna vrijednost toµcnog rje�enja y = y (x) za x = xi,
gdje su x0; x1; :::; xn = b diobene toµcke intervala [x0; b] ; obiµcno me�usobno
jednako udaljene. Ako su toµcke jednako udaljene, onda je

x1 � x0 = x2 � x1 = ::: = xn � xn�1 = h:

Eulerova metoda

Traµzimo pribliµzno numeriµcko rje�enje diferencijalne jednadµzbe

y0 = f (x; y)

na intervalu [x0; b] ; uz poµcetni uvjet y (x0) = y0: Razdijelimo interval [x0; b]
na n jednakih djelova toµckama x0; x1; :::; xn = b: ToµckomM0 (x0; y0) povuµcemo
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pravac s koe�cijentom smijera y0 (x0) = f (x0; y0) : Jednadµzba tog pravca je
upravo tangenta na traµzenu krivulju u toµcki M0: Jednadµzba te tangente je

y � y0 = f (x0; y0) (x� x0) :
Sada odre�ujemo toµcku M1 µcija je apscisa x1, a ordinatu y1 odre�ujemo iz
presjeka pravaca x = x1 i pravca y � y0 = f (x0; y0) (x� x0) : Dakle,

y1 � y0 = f (x0; y0) (x1 � x0) =)

y1 = f (x0; y0) (x1 � x0) + y0 =)

y1 = y0 + h � f (x0; y0)
pa je M1 (x1; y1) :
Sada dio luka toµcnog rje�enja y (x) = y nad intervalom [x0; x1] aproksimiramo
duµzinom (dijelom tangente) M0M1:

Potpuno analogno dolazimo do vrijednosti

y2 = y1 + h � f (x1; y1)

y3 = y2 + h � f (x2; y2)

...

yn = yn�1 + h � f (xn�1; yn�1)
odnosno toµcaka M2 (x2; y2) ; :::;Mn (xn; yn) :Na taj naµcin smo dobili je inte-
gralna krivulja koja prolazi toµckom M0 (x0; y0) aproksimirana poligonalnom
linijom (izlomljenom linijom) odre�enom sa M0; M1; :::; Mn: (Slika 24.)

Primjer 3.14 Na�ite pribliµzno numeriµcko rje�enje diferencijalne jednadµzbe

y0 =
1

2
xy

koje zadovoljava poµcetni uvjet y (0) = 1; na intervalu [0; 0:5] za h = 0:1:
Rje�enje: Na�imo najprije toµcno rje�enje

dy

dx
=

1

2
xy =)

Z
dy

y
=
1

2

Z
xdx =)

ln jyj = 1

4
x2 + ln c1 =) y = �c1e

1
4
x2 =) y = ce

1
4
x2 :
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Budúci je y (0) = ce0 = c; onda iz y (0) = 1 slijedi c = 1; pa je toµcno rje�enje

y = e
1
4
x2 :

Eulerova metoda: Budúci je intreval [0; 0:5] i h = 0:1, onda su diobene toµcke

x0 = 0; x1 = 0:1; x2 = 0:2; x3 = 0:3; x4 = 0:4; x5 = 0:5:

Formirajmo tablicu

i 0 1 2 3 4 5

xi 0 0:1 0:2 0:3 0:4 0:5

yi 1 1 1:0050 1:0151 1:0303 1:0509

gdje y0 = 1; a yi raµcunamo po formuli

yi = yi�1 + 0:1 �
�
1

2
xi�1 � yi�1

�
.

Raµcunanje nam olak�ava sljedéca tablica

i xi yi f (xi; yi) h � f (xi; yi) = �yi
0 0 1 0 0
1 0:1 1 0:05 0:005
2 0:2 1:0050 0:1005 0:01005
3 0:3 1:0151 0:15227 0:015227
4 0:4 1:0303 0:20606 0:020606
5 5 1:0509

;

jer je
yi = yi�1 +�yi�1:

Imamo
i xi yi y (xi) y (xi)� yi
0 0 1 e

1
4
02 = 1 0

1 0:1 1 e
1
4
(0:1)2 = 1: 002 5 0:002 5

2 0:2 1:0050 e
1
4
(0:2)2 = 1: 010 1 0:005 1

3 0:3 1:0151 e
1
4
(0:3)2 = 1: 022 8 0:007 7

4 0:4 1:0303 e
1
4
(0:4)2 = 1: 040 8 0:010 5

5 5 1:0509 e
1
4
(0:5)2 = 1: 064 5 0:013 6

Pribliµzno i toµcno rje�enje su dani na Slici 23..
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