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I. Diferencijalne jednadzbe

1.1. Definicija diferencijalne jednadzbe

Glavni problem integralnog racuna: Trazimo funkciju y = y(x) za koju vrijedi

d
V=f@), =1, dy=f(2)de

na nekom intervalu /. Funkcija y = y(z) je odredena ”do na konstantu”, sto
smo zapisivali u obliku

y (x) —/f(a:)dx—i-c, rx el
Primjer 1.1

y =cosz = y(:c):/cos:cd:c—l—c:sina:—i—c

Sli¢no bi rijesili i problem y” = 0. Uzastopnim integriranjem dobivamo:

Y (r) = c1, y(r) = a1z + co.

Analogno, uzastopnim integriranjem, rjeSavamo i problem

y™ (@) = f ().

Definicija 1.1: Diferencijalnom jednadzbom nazivamo bilo koju jednadzbu
koja povezuje nepoznatu funkciju, nezavisnu varijablu (ili nezavisne vari-
jable) i derivacije nepoznate funkcije.

Diferencijalna jednadzba naziva se obicna diferencijalna jednadzba ako je u
njoj nepoznata funkcija, funkcija samo jedne varijable.

Primjer 1.2

a) y —2y = x — 3 - obi¢na diferencijalna jednadzba (x—nezavisna varijabla,
y = y (z) —nepoznata funkcija);



b) y” — 2ty’ = t? - obi¢na diferencijalna jednadzba (t—nezavisna varijabla,
y = y(t)—nepoznata funkcija),
c) y% — xg—; = z - parcijalna diferencijalna jednadzba (x,y—nezavisne var-

ijjable, z = z (z,y) —nepoznata funkcija).
Opci oblik obicne diferencijalne jednadzbe je
Fz, y, ¢,y ™) =0 (1)
ili

y" = f(z, y, v,y yY)

Red obic¢ne diferencijalne jednadzbe je red najvise derivacije koja se nalazi u
jednadzbi.

Napomena: Diferencijalna jednadzba (1) je diferencijalna jednadzba n—tog
reda.

Primjer 1.3

a) y — 2y = x — 3 - obi¢na diferencijalna jednadzba prvog reda;

b) y” — 2ty’ = t? - obi¢na diferencijalna jednadzba drugog reda.

Rijesiti ili integrirati diferencijalnu jednadzbu (ili naéi rjeSenje ili integral)

znaci odrediti sve funkcije (eksplicitno ili implicitno) koje, zajedno sa svojim
derivacijama identicki zadovoljavaju danu diferencijalnu jednadzbu.

Primjer 1.4 Dana je diferencijalna jednadzba
y' +y=0.

Provjerimo jesu li neke od funkcija: y; () = cosz, ys () = sinz, y3 (z) =
sin x + cos x rjeSenja gornje diferencijalne jednadzbe. Imamo:

a) y; () = coszx = y; (x) = —sinx = ¢} () = — cosz. Uvrstavanjem u
diferencijalnu jednadzbu dobivamo

—cosx+cosr=0<=0=0
H,_/—i_\,-/ !

vy (x) v (@)

pa je y; (r) = cosz rjeSenje.



Sli¢no,

b) yo (z) = sinx = 9} (x) = cosx = yj (x) = —sinz. Uvrstavanjem u
diferencijalnu jednadzbu dobivamo

—sinz+sinz=0<=0=0
W_/—i_\v/ )

yy (x) y2(x)
pa je yo (r) = sinx rjesenje.

c) ys (v) =sinx—cosz = yj (v) = cosx+sinz = yj (z) = —sinx+cos z.
Uvrstavanjem u diferencijalnu jednadzbu dobivamo

—sinx +cosx +sinr —cosz =0 <= 0=0,

-~ -~

v (x) ya(z)
pa je ys (z) = sinx — cos z rjesenje.
Pitangje: Kako naéi sva rjeSenja ove diferencijalne jednadzbe? Odgovor ¢emo
dati kasnije (u Poglavlju 1.4).

Opce rjesenje diferencijalne jednadzbe (1) je obitelj funkcija

y=p(z, c1, Cy..., Cp)
gdje su ¢y, ca, ..., ¢, realne konstante, koja diferencijalnu jednadzbu (1) zado-
voljava identicki.
Napomena: Oblik
O(x,y,c1,C2y . ¢) = 0.
se naziva op¢i integral (ovim oblikom moze biti zadano implicitno vise opéih

rjesenja).

Partikularno rjesenje (ili partikularni integral) se dobiva iz opéeg rjesenja (ili
integrala) za konkretne vrijednosti konstanti ¢y, ca, ..., ¢;,.

Primjer 1.5 Opce rjesenje diferencijalne jednadzbe vy’ +y = 0 je

y(x) =cysinz + cycosw.



Provjera: y () = ¢y sinz+cycosz =y (¢) = ¢y cosx—cysine = ¢ (v) =
—cy8inx — ¢ cos . Uvrstavanjem u diferencijalnu jednadzbu dobivamo

—c18inT —cycosx +cysinx +cpcosx =0+ 0=0,
A > NS >

-~

Y/ () y()

pa je funkcija oblika y (x) = c¢;sinz + ¢y cosx rjesenje za sve vrijednosti
konstanti ¢; 1 ¢s.

a) Zac; =01 cy =1 dobivamo partikularno rjesenje y; () = cos x;
b) Za c¢; =11 ¢y = 0 dobivamo partikularno rjesenje y, () = sin z;
c) Zac; =11 ¢y = —1 dobivamo partikularno rjesenje y3 (x) = sinx — cos x;

Ponekad postoje rjesenja diferencijalne jednadzbe koja se ne mogu dobiti iz
opteg rjesenja (za konkretne vrijednosti konstanti ¢y, ca, ..., ¢;). Ta rjesenja
nazivamo singularnim rjesenjima.

Primjer 1.6 Opce rjesenje diferencijalne jednadzbe
y2y/2_|_y2_1:()

je (x —¢)* +y? = 1 (provjerti da je to rjesenje). Medutim postoje rjesenja
y(x) = 11y(xz) = —1 (provjerti da su to rjesenja) koja se ne mogu do-
biti iz opéeg za neku konkretnu vrijednost konstante c. Dakle, y (z) = 1 i
y (x) = —1 su singularna rjesenja.

Graf rjesenja (paritikularnog ili opceg) se naziva integralna krivulja (ili obitelj
integralnih krivulja - za opée rjesenje).

Primjer 1.6 Opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

2
A

Y

je y (z) = ca® (provjerti da je to rjesenje). Graf opteg rjesenja (integralne
krivulje) je obitelj parabola y = cz? za ¢ # 0 i pravac y = 0 za ¢ = 0 (slika
Fig 1).



Figure 1: y = ca?

Graf singularnog rjeSenja nazivamo singularna integralna krivulja i ona je
ovojnica ili anvelopa obitelji integralnih krivulja danih opéim rjesenjem (in-
tegralom).

Owvojnica obitelji ravninskih krivulja F(x,y,¢) = 0 je krivulja koja svaku
krivulju iz obitelji krivulja F'(z,y,c¢) = 0 dira i obrnuto, svaka tocka te
krivulje je diraliste jedne krivulje iz obitelji F'(x,y,c) = 0.

Napomena: Svaka krivulja je ovojnica svojih tangenti.

Primjer 1.8: Opce rjesenje (integral) diferencijalne jednadzbe y%y? + y* —
1 =0je (x—c)?+1% =1, a singularna rjesenja y (z) = 11 y(z) = —1.
Graf opéeg rjesenja (integralne krivulje) je obitelj kruznica (z — ¢)* 4+ 42 = 1
radijusa 1 kojima centar "Seta" po osi x, a grafovi singularnih rjesenja su
pravci y = 1 iy = —1 (slika Fig 2).

Tri vazna pitanja:

e postojanje rjesenja;
e nalazenje svih ili samo nekih rjesenja;

e jedinstvenost rjeSenja uz dane pocetne uvjete.

ISvaka kruznica iz obitelji (z — ¢)* +»2 = 1 dira pravac y = 1 (y = —1) i svaka tocka
pravca y = 1 (y = —1) je diraliste jedne kruznice iz obitelji (z — ¢)* + 4% = 1.
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Figure 2: (z —¢)’ +12=1,y=1,y=—1

Mi ¢emo se baviti samo nekim tipovima obi¢nih diferencijalnih jednadzbi do
ukljucivo drugog reda, tj. diferencijalnim jednadzbama oblika

Flz,y,y,y") =0 (i 3" = f(z,9,9)).

Za opisivanje fizikalnih (realnih) problema ¢esto koristimo matematicke mod-
ele (idealizacija) koji su ¢esto dani u obliku diferencijalnih jednadzbi. Po-
mocu diferencijalnih jednadzbi se opisuju problemi kod kojih, na temelju
trenutnog stanja i nacina kako se nesto mijenja, zelimo "predvidjeti buduénost".

Primjer 1.8 (Problem rasta)

Model 1 U raznim situacijama se susre¢emo s nekom veli¢inom C¢ija
je brzna promjene proporcionalna s njenom trenutnom vrijednos¢u. Npr.
rast (pad) populacije proporcionalan je broju trenutne populacije, brzina
raspada radioaktivne tvari proporcionalna je trenutnoj koli¢ini te tvari, dobit
je proporcionalna koli¢ini ulozenog novca,... .

Ovu zakonitost matematicki formuliramo:

,_dy
dt

Napomena: Ovdje je vrijeme t nezavisna varijabla, veli¢ina populacije nepoz-
nata funkcija y (t), a ¢/ (t) = ‘é—ZZ mjeri promjenu (rast ili pad) populacije u

vremenu. Uoc¢imo, ako j Je k > 0 ondaj Je 2 > 0, 8to znaci da populacija raste,

= ky. (dif. jed. I. reda - populacijska jednadzba)

a ako je k < 0 onda j Je 7 < 0 8to znaci da populacija pada.
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Rjesenje je

— Inlyl=kt+c = y=ce" (c==%e").

Konstantu ¢ odredujemo prema pocetnom stanju yo, tj. veli¢ini populacije u
trenutku ¢y = 0. Buduéi je y (0) = ce® = ¢, rjesenje je

y (t) = yoe*.

Graf ove funkcije je:

\

y =y, k<0

Pretpostavka da je rast (pad) populacije proporcionalan je broju trenutne
populacije je dobra ako imamo idealne uvjete. Npr. ako se radi o populaciji
bakterija ili zivotinja to znac¢i da npr. zivotni prosor nije ograni¢en, nema
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prirodnih neprijatelja, ima dovoljno hrane,... .

Model 2 Pretpostavimo da je rast populacije proporcionalan je broju
trenutne populacije, ali da veli¢ina populacije poc¢ima opadati kad dosegne
kapacitet K. Ove uvjete mozemo opisati ovako:

° % ~ ky, za y dovoljno malen;

d
o <0, zay> K.

Matematicki model:

d
d—i{ =ky (1 — %) , k>0  (logisticka diferencijalna jednadzba)

Naime, ako je

e y << K (y dovoljno malen) onda je % ~ 0, tj. 1 — % ~ 1, pa je
W ooy Ly
a ~ RY

e y> K ondaje £ > 1, tj. 1—%<O,paje‘é—i’<0.
Opée rjesenje logisticke diferencijalne jednadzbe (dif. jed. sa sep. var. -
kasnije) je
(1) =
A

Konstantu ¢ odredujemo prema pocetnom stanju g, tj. koli¢ini u trenutku

to = 0. Buduéi je y (0) = £+, imamo
K —
11c
$to povlaci ¢ = %, tj.
K
y(t) =

Graf ove funkcije je:



|

y(t)= e W > K, k>0

Yo

Model 3 Pretpostavimo da je rast populacije proporcionalan je broju
trenutne populacije, ali da velicina populacije poc¢ima opadati kad dosegne
kapacitet K, te poCima izumirati kad je veli¢ina populacije manja od m . Ove
uvjete mozemo opisati ovako:

. % ~ ky za y nije prevelik niti premalen (m << y << K);

° %<O za y > K;

° %<O za y < m.

Matematicki model:

j—izky(l—%) (1—%), k>0



Naime, ako je

om<<y<<K0ndaje%%0'%%OtJ l-£~1il— o~ 1 pa
je G ~ ky;

oy>KondaJe >11%<1,tj.1—%<0,1—%>0,pajej—i’<0;
ey<mondaje™>1i% <1 tj1-%£>01-2<0,pajed <0;

Primjer: Podaci o broju stanovnika u svijetu dani su tablicom (vidjeti
dodatak) Uz pretpostavku da je rast broja stanovnika proporcionalan broju
stanovnika, treba odrediti k i usporediti koliko se dobro model podudara s
podacima.

Rjesenje: Neka je y (t) broj stanovnika. Tada je y () = yoe.

e Ako odaberemo da je t; = 0 za 1900. godinu, onda je yq = 1650, tj.
y (t) = 1650e*t. Odredimo k iz podatka za 1910. godinu. Imamo

y (10) = 1650 - e*1° = 1750.

Ovo povladi k = 1 5 0 1620 1750 — 0.005884. Dakle,

1650

y (t) = 1650 - 0005884

Po ovom modelu, imamo da je broj stanovnika 1990. godine trebao
biti y (90) = 1650 - 00988490 — 9802 sto jako odstupa od stvarnih
podataka.

Ako k odredimo iz podatka za 1950. godinu. Imamo
y (50) = 1650 - €50 = 2520.
- 1 2520
Ovo povlaci k = z;In 1250 = 0.00847 Dakle,

y (t) = 1650 - 09477,

Po ovom modelu, imamo da je broj stanovnika 1990. godine trebao
biti 3 (90) = 1650 - 29084790 — 3536, sto dosta odstupa od stvarnih
podataka, ali je bolje od predhodnog modela.
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e Ako odaberemo da je tg = 0 za 1950. godinu, onda je yo = 2520, tj.
y (t) = 2520ekt. Odredimo k iz podatka za 1960. godinu. Imamo

y (10) = 2520 - ¥1° = 3020.

Ovo povladi k = % In % = 0.0181. Dakle,

y (t) = 2520 - 01817,
Po ovom modelu, imamo da je broj stanovnika 1990. godine trebao
biti y (40) = 2520 - 2918140 = 5198 &to se prilicno dobro podudara

sa stvarnim podacima. Na osnovi ovog modela broj stanovnika 2010.
godine bi trebao biti 7465 milijuna.
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