
4. Neke obi�cne diferencijalne jednad�be drugog
reda

Općenito, diferencijalnu jednad�bu

F (x; y; y0; y00) = 0

svodimo zamjenom y0 = p na sustav

F (x; y; p; p0) = 0; y0 = p:

4.1 Diferencijalna jednad�ba F (x; y0; y00) = 0

Ako se u polaznoj diferencijalnoj jednad�bi ne po-
javljuje eksplicitno y, tj. ako jednad�ba dopu�ta zapis

F (x; y0; y00) = 0;

onda zamjenom

y0 = p; y00 = p0

dobivamo diferencijalnu jednad�bu prvoga reda

F (x; p; p0) = 0:

Odredimo li njezino rje�enje p � g(x); integriranjem
dobivamo tra�eno rje�enje

y =

Z
g(x)dx:



Primjer Rije�imo diferencijalnu jednad�bu

y00 (ex + 1) + y0 = 0:

Zamjenom y0 = p(x); y00 = p0 dobivamo jednad�bu

p0 (ex + 1) + p = 0:

To je jednad�ba koja dopu�ta odijeljivanje varijabla

dp

p
= � dx

ex + 1
:

Slijedi

ln jpj = ln
����C1ex + 1ex

����
i dalje

y0 = C1
ex + 1

ex
;

pa je opće rje�enje

y = C1
�
x� e�x

�
+ C2:



4.2 Diferencijalna jednad�ba F (y; y0; y00) = 0

Ako se u diferencijalnoj jednad�bi F (x; y; y0; y00) = 0
ne pojavljuje eksplicitno x kao parametar, tj. ako ta
jednad�ba dopu�ta zapis

F (y; y0; y00) = 0;

onda poma�e zamjena:

y0 =
dy

dx
= p; y00 = p0 =

dp

dx
=
dp
dy
p

=
dp

dy
� p:

Primjer Rije�imo diferencijalnu jednad�bu

y00y � (y0)2 = 0;

te odredimo posebno rje�enje �to udovoljava po�cet-
nomu uvjetu:

a) x = 0; y = 0; y0 = 0;

b) x = 1; y = 0; y0 = 1;

c) x = 1; y = 1; y0 = 1;

d) x = 1; y = 1; y0 = 2.



Zamjena y0 = p; y00 = dp
dy � p u ovomu primjeru povla�ci

dp

dy
py � p2 = 0; tj: p

�
dp

dy
y � p

�
= 0:

Dakle, mora biti

p = 0 ili
dp

dy
y � p = 0.

Ako je p = 0 = y0 onda je

y = C

Ako je dpdyy�p = 0; tj: dp
p =

dy
y ; onda je y

0 = p = C1y;

pa je dy
y = C1dx. Slijedi,

y = C2e
C1x:

Primijetimo da je prvi slu�caj obuhvaćen drugim
(C1 = 0, C2 � C).

Nad̄imo sada tra�ena posebna rje�enja.



(a) Po�cetni uvjet x = 0; y = 0; y0 = 0, uvr�ten u

y = C2e
C1x i y0 = C1y;

povla�ci

0 = C2 i 0 = 0 =) y = 0

(b) Po�cetni uvjet x = 1; y = 0; y0 = 1 povla�ci

0 = C2e
C1 i 1 = 0;

�to je protuslovlje. Dakle, da ne postoji posebno
rje�enje koje bi udovoljilo tomu po�cetnom uvjetu.

(c) Po�cetni uvjet x = 1; y = 1; y0 = 1 povla�ci

1 = C2e
C1 i 1 = C1 =) C1 = 1; C2 = e

�1

=) y = ex�1:

(d) Sli�cno, po�cetni uvjet x = 1; y = 1; y0 = 2 povla�ci

1 = C2e
C1 i 2 = C1 =) C1 = 2; C2 = e

�2

=) y = e2x�2



4.3 Homogena diferencijalna jednad�ba
Ako je funkcija

(x; y; y0; y00) 7! F (x; y; y0; y00)

homogena po varijablama y; y0; y00, tj. ako je

F (x; ty; ty0; ty00) = t�F (x; y; y0; y00); � 2 R

(i pritom � nazivamo stupanj homogenosti od F ),
onda diferencijalnu jednad�bu

F (x; y; y0; y00) = 0

zamjenom

y = e
R
zdx; z = g(x);

svodimo na diferencijalnu jednad�bu prvoga reda

F
�
x; e

R
zdx; z � e

R
zdx; (z2 + z0) � e

R
zdx
�
= 0;

tj. �
e
R
zdx
��
F (x; 1; z; z2 + z0) = 0;

odnosno,

F (x; 1; z; z2 + z0) = 0:



Obi�cnu diferencijalnu jednad�bu drugoga reda s
opisanim svojstvom nazivamo homogenom po vari-
jablama y; y0; y00.

Primjer Diferencijalna jednad�ba

xy2 + yy00 � (y0)2 = 0

je homogena (� = 2) jer je

x(ty)2 + (ty)(ty00)� (ty0)2 = t2(xy2 + yy00 � (y0)2):

Zamjena y = e
R
zdx, z � g(x), vodi do jednad�be
x + z0 + z2 � z2 = 0;

tj.

x + z0 = 0:

Slijedi,

z = �x
2

2
+ C1

pa je Z
zdx = �x

3

3
+ C1x +K2;

a opće rje�enje polazne jednad�be jest

y = e�
x3

3 +C1x+K2 = C2e
�x3

3 +C1x:



4.4 Linearna diferencijalna jednad�ba s konstant-
nim koe�cijentima

Ako diferencijalna jednad�ba drugoga reda dopu�ta
zapis

y00 + ay0 + by = g(x); a; b 2 R; (1)

govorimo o linearnoj diferencijalnoj jednad�bi dru-
goga reda s konstantnim koe�cijentima. U slu�caju
g � 0 dobivamo

y00 + ay0 + by = 0; a; b 2 R; (2)

�to je pripadna joj homogena (ili "nepotpuna") jed-
nad�ba.

Mo�e se dokazati da promatrana linearna diferen-
cijalna jednad�ba ima to�cno jedno rje�enje uz dani
po�cetni uvjet x = x0; y = y0; y0 = y0 �cim je funkcija g
neprekidna.

Teorem 1 Ako su y1 = f1(x) i y2 = f2(x) dva rje�enja
linearne homogene jednad�be (2), onda je i

y = C1f1(x) + C2f2(x); C1; C2 2 R;

rje�enje te jednad�be.

Dokaz: Izravnom provjerom.



De�nicija Reći ćemo da su dva rje�enja y1 = f1(x)
i y2 = f2(x) linearne homogene jednad�be (2) lin-
earno nezavisna, ako iz

C1f1 + C2f2 = 0

(nul-funkcija) C1; C2 2 R, slijedi C1 = C2 = 0.

Kriterij linearne (ne)zavisnosti dan je pomoću tzv.
Wronskijana (determinante Wronskog).

Teorem 2 Ako su funkcije y1 = f1(x) i y2 = f2(x) lin-
earno zavisne tada je Wronskijan

W (x) =

���� f1(x) f2(x)f 01(x) f
0
2(x)

���� = 0; za svaki x:
Dokaz:

Teorem 3 Ako su y1 = f1(x) i y2 = f2(x) linearno
nezavisna rje�enja linearne homogene jednad�be (2)
onda je

W (x) =

���� f1(x) f2(x)f 01(x) f
0
2(x)

���� 6= 0; za svaki x:
Dokaz:



Teorem 4 Ako su y1 = f1(x) i y2 = f2(x) dva linearno
nezavisna rje�enja linearne homogene jednad�be
(2), onda je

y = C1f1(x) + C2f2(x); C1; C2 2 R;

njezino opće rje�enje.

Dokaz:

Dopustimo da rje�enje homogene linearne jednad�be
(2) bude i kompleksna funkcija (realne varijable), tj.
funkcija

f : A! C; A � R; f(x) = u(x) + iv(x); i =
p
�1;

pri �cemu su u i v realne funkcije.

Derivacijom funkcije f smatramo funkciju

x 7! f 0(x) = u0(x) + iv0(x)

(kad god su funkcije u i v derivabilne). Jednostavno je
provjeriti da Teorem 1. i Teorem 3. vrijede i za ovakva
dva kompleksna rje�enja s konstantama C1; C2 2 C.

O postojanju posebnog rje�enja homogene linearne
jednad�be (2) govori sljedeći teorem.



Teorem 5 Postoji broj r, realan ili kompleksan, takav
da je

y = erx

posebno rje�enje homogene linearne diferencijalne
jednad�be (2).

Dokaz:

Formalnim uvr�tenjem

y = erx; y0 = rerx i y00 = r2erx

u jednad�bu (2) dobivamo

erx(r2 + ar + b) = 0;

tj.
r2 + ar + b = 0;

�to je tzv. karakteristi �cna jednad�ba diferencijalne
jednad�be (2). Budući da svaka kvadratna jednad�ba
ima rje�enje u R ili C, a u ovomu slu�caju dobivamo

r1;2 = �
a

2
�
r
a2

4
� b;

to su y1 = er1x i y2 = er2x posebna rje�enja diferenci-
jalne jednad�be (2).



� �tovi�e, ako je pritom r1 6= r2 2 R onda je

W (x) =

���� er1x er2x

r1e
r1x r2e

r2x

���� = (r2 � r1)e(r1+r2)x 6= 0;
pa su pripadna posebna rje�enja linearno nezav-
isna. Po Teoremu 3.,

y = C1e
r1x + C2e

r2x

je opće rje�enje diferencijalne jednad�be (2).

� Ako je, pak, r1 = r2 onda se radi o samo jednom
posebnom rje�enju (Teorem 6).

� Slu�caju konjugirano-kompleksnih rje�enja r1;2 2 C
(kasnije).



Teorem 6 Ako karakteristi�cna jednad�ba homogene
linearne diferencijalne jednad�be (2) ima samo jedno
rje�enje, tj. ako je r1 = r2 = �a2 � r 2 R, onda je,
pored y = erx, posebno rje�enje i

y = xerx:

�tovi�e, budući da su funkcije x 7! erx i x 7! xerx lin-
earno nezavisne, onda je

y = C1e
rx + C2xe

rx

opće rje�enje diferencijalne jednad�be (2).

Dokaz:



U slu�caju konjugirano-kompleksnog rje�enja karak-
teristi�cne jednad�be, tj.

r1;2 = �� �i; �; � 2 R; � 6= 0;

opće rje�enje y = C1er1x + C2er2x (skup kompleksnih
funkcija) homogene linearne diferencijalne jednad�be
(2) zapisujemo ovako:

y = C1e
(�+�i)x + C2e

(���i)x = e�x(C1e
�xi + C2e

��xi) =

e�x(C1(cos �x+i sin �x)+C2(cos(��x)+i sin(��x))) =

e�x((C1 + C2) cos �x + i(C1 � C2) sin �x) =

e�x(K1 cos �x +K2 sin �x);

pri �cemu je K1 � C1 +C2 2 R, K2 � i(C1�C2) 2 iR.
Osim toga, lako se provjeri da su funkcije

x 7! e�x cos �x; e�x sin �x

linearno nezavisne (nad C) �cim je � 6= 0.



Zaklju�cak: Opće rje�enje homogene linearne difer-
encijalne jednad�be

y00 + ay0 + by = 0;

jest skup svih funkcija �to dopu�taju ovaj zapis
(C1; C2 2 R):

C1e
r1x + C2e

r2x; �cim je r1;2 2 R i r1 6= r2;

C1e
rx + C2xe

rx; �cim je r1 = r2 � r 2 R;

e�x(C1 cos �x+C2 sin �x); �cim je r1;2 = ���i 2 C; � 6= 0;

pri �cemu su r1;2 rje�enja pripadne karakteristi�cne jed-
nad�be r2 + ar + b = 0.

Primjer Homogenoj linearnoj diferencijalnoj jed-
nad�bi

y00 + 4y0 + 4y = 0

pripada karakteristi�cna jednad�ba

r2 + 4r + 4 = 0;

kojoj je rje�enje r1 = r2 = �2. Opće rje�enje proma-
trane diferencijalne jednad�be je, dakle,

y = C1e
�2x + C2xe

�2x; C1; C2 2 R:



Teorem 7 Ako je dano bilo koje posebno rje�enje lin-
earne diferencijalne jednad�be (1), onda se njezino
opće rje�enje dobiva pribrajanjem toga posebnog
rje�enja općemu rje�enju pripadne joj homogene jed-
nad�be (2).

Dokaz:

Opće rje�enje yh homogene jednad�be (2) uvijek
znamo odrediti, to nam ostaje odrediti neko (bilo koje)
partikularno rje�enje yp jednad�be (1).

Ako je slobodan �clan g (x) nehomogene linearne
diferencijalne jednad�be (1) funkcija oblika

g(x) = e�x [Pk (x) cos �x +Qt (x) sin �x] ; (3)

gdje su � i � konstante, Pk (x) i Qt (x) polinomi stup-
nja k odnosno t; tada posebno rje�enje yp mo�emo
naći i metodom neodred̄enih koe�cjenata. Partiku-
larno rje�enje tra�imo u obliku

yp(x) = x
le�x [Rm (x) cos �x + Sm (x) sin �x] ; (4)

gdje su Rm (x) i Sm (x) polinomi s (nepoznatim) koe�-
cijentima stupnja m = max fk; tg i gdje je l kratnost
korijena �� �i karakteristi�cne jednad�be, tj.



l =

�
0; ako �� �i nije rje�enje karak. jedn.
1 � l � 2; ako je �� �i rje�enje karak. jedn. :

Koe�cijente polinoma Rm (x) i Sm (x) odred̄ujemo
iz uvjeta da funkcija yp identi�cki zadovoljava ne-
homogenu jednad�bu (1). Funkcijama tipa (3) su
obuhvaćeni i specijalni slu�cajevi dani sljedećom tabli-
com:

g(x) yp(x)

�=�=0 Pk(x) xlRk(x)

�=k=0 Ae�x xlCe�x

�=0 e�xPk(x) xle�xRk(x)

�=k=t=0 A cos �x+B sin �x xl[C cos �x+D sin �x]

k=t=0 e�x[A cos �x+B sin �x] xle�x[C cos �x+D sin �x]

�=0 Pk(x) cos �x+Qt(x) sin �x xl[Rm(x) cos �x+Sm(x) sin �x]

Primjer Rije�imo linearnu diferencijalnu jednad�bu s
konstantnim koe�cijentima

y00 � y = �x + 1

i odredimo joj posebno rje�enje �to udovoljava
po�cetnimu uvjetu x = 0, y = 0, y0 = 0.



Pripadna homogena jednad�ba je

y00 � y = 0;

a karakteristi�cna jednad�ba je

r2 � 1 = 0:

Rje�enje r1;2 = �1 povla�ci da su

y = ex i y = e�x

linearno nezavisna posebna rje�enja homogene jed-
nad�be. Tako dobivamo opće rje�enje

yh = C1e
x + C2e

�x

te homogene jednad�be. U polaznoj linearnoj difer-
encijalnoj jednad�bi je

g(x) = �x + 1 � P1(x)

polinom prvoga stupnja. Po tablici, jer je l = 0; za
posebno rje�enje treba uzeti polinom prvog stupnja

R1(x) = Ax +B:

Koe�cijente ćemo mu odrediti po danoj uputi:



(Ax+B)00� (Ax+B) = �x+1) �Ax�B = �x+1:

Dakle, A = 1 i B = �1; pa je tra�eno posebno
rje�enje yp = x � 1. Napokon, po Teoremu 7. slijedi
da je

y = C1e
x + C2e

�x + x� 1

tra�eno opće rje�enje.

Posebno rje�enje �to udovoljava po�cetnomu uvjetu
x = 0, y = 0, y0 = 0 dobivamo odgovarajućim uvr�ten-
jima:

C1e
0 + C2e

�0 + 0� 1 = 0; C1e
0 � C2e�0 + 1 = 0:

Slijedi, C1 = 0; C2 = 1; pa je tra�eno posebno rje�enje

y = e�x + x� 1:

Teorem 8 Ako je u diferencijalnoj jednad�bi (1)

g(x) = g1(x) + � � � + gk(x); k 2 N;

onda je njezino posebno rje�enje zbroj od po jednog
posebnog rje�enja svake pripadne jednad�abe

y00 + ay0 + by = gj(x); j = 1; � � � ; k:



Primjer Rije�imo linearnu diferencijalnu jednad�bu s
konstantnim koe�cijentima

y00 + 2y0 + 5y = x2e3x + sin 2x:

Pripadna karakteristi�cna jednad�ba r2 + 2r + 5 = 0
ima konjugirano-kompleksno rje�enje r1;2 = �1 � 2i
pa je opće rje�enje pripadne homogene jednad�be

yh = e
�x(C1 cos 2x + C2 sin 2x):

Budući da je

g(x) = x2e3x + sin 2x;

to ćemo za pronala�enje posebnog rje�enja polazne
jednad�be najprije upotrijebiti Teorem 8. Promatra-
jmo, dakle, dvije pripadne diferencijalne jednad�be:

y00 + 2y0 + 5y = x2e3x;

y00 + 2y0 + 5y = sin 2x:

Ostaje nam odrediti posebna rje�enja. Za prvu je to

yp1 =
�
Ax2 +Bx + C

�
e3x;

a za drugu
yp2 = C sin 2x +D cos 2x:



Uvr�tenjem (s y0pi i y
00
pi
) u prvu, odnosno drugu jed-

nad�bu i odgovaraju�cim izjedna�cavanjima dobivamo

yp1 =
1

1000

�
50x2 � 40x + 11

�
e3x;

yp2 =
1

17
(sin 2x� 4 cos 2x):

Sada je, po Teoremu 8.,

yp = yp1 + yp1 =
1

1000

�
50x2 � 40x + 11

�
e3x +

+
1

17
(sin 2x� 4 cos 2x)

posebno rje�enje polazne diferencijalne jednad�be.
Napokon, po Teoremu 7.,

y = e�x (C1 cos 2x + C2 sin 2x) +

+
1

1000

�
50x2 � 40x + 11

�
e3x +

1

17
(sin 2x� 4 cos 2x)

jest opće rje�enje diferencijalne jednad�be

y00 + 2y0 + 5y = x2e3x + sin 2x:



Metoda varijacije konstanti
Ukoliko funkcija smetnje g(x) nije oblika (3) koristimo
metodu varijacije konstanata. Naime, opće rje�enje
yh homogene jednad�be (2)

yh = C1y1 + C2y2:

uvijek znamo odrediti, to nam ostaje odrediti neko
posebno rje�enje yp jednad�be (1). Njega ćemo
tra�iti na na�cin da u općem rje�enju pripadne homo-
gene jednad�be yh = C1y1 + C2y2 konstante C1 i C2
zamijenimo funkcijama C1 (x) i C2 (x) : Dakle tra�eno
rje�enje je oblika

yp = C1 (x) y1 + C2 (x) y2; (5)

gdje su C1 (x) i C2 (x) ; za sada, nepoznate funkcije.
Dovoljno je odrediti jednu nepoznatu funkciju, a ne
dvije, ukoliko zadamo neku vezu izmed̄u tih funkcija.
Deriviranjem jednad�be (5) dobivamo

y0 = C 01y1 + C
0
2y2 + C1y

0
1 + C2y

0
2:

Neka je veza med̄u tra�enim funkcijama

C 01 (x) y1 + C
0
2y2 = 0:

Imamo



y0 = C1y
0
1 + C2y

0
2;

y00 = C 01y
0
1 + C

0
2y
0
2 + C1y

00
1 + C2y

00
2 :

Uvr�tavanjem dobivenih izraza u y00+ ay0+ by = g(x);
dobivamo

y00 + ay0 + by = C 01y
0
1 + C

0
2y
0
2 + C1y

00
1 + C2y

00
2+

a(C1y
0
1 + C2y

0
2) + b(C1y1 + C2y2) =

C 01y
0
1+C

0
2y
0
2+C1 (y

00
1+ay

0
1+by1) +C2 (y

00
2+ay

0
2+by2) = g(x):

Budući su y1 i y2 rje�enja homogene jednad�be, do-
bivamo

C 01y
0
1 + C

0
2y
0
2 = g (x) :

Prema tomu nepoznate funkcije C1 i C2 zadovoljavaju
sustav

C 01y1 + C
0
2y2 = 0

C 01y
0
1 + C

0
2y
0
2 = g (x) :

To je linearni sustav od dvije nepoznate funkcije C 01 i
C 02. Determinanta ovog sustava je upravo

W (x) =

���� y1 y2y01 y
0
2

���� :



Budući su funkcije y1 i y2 dva linearno nezavisna
rje�enja homogene diferencijalne jednad�be (2),
onda je W (x) 6= 0; za svaki x; pa sustav ima jedin-
stveno rje�enje C 01(x) i C 02(x): Sada je

C1(x) =

Z
C 01(x)dx i C1(x) =

Z
C 02(x)dx:

Primjer Rije�ite diferencijalnu jednad�bu

y00 + y =
1

cos3 x
:

Opće rje�enje pripadne homogene jednad�be je

yh = C1 sinx + C2 cos x:

Pretpostavimo da je partikularno rje�enje diferenci-
jalne jednad�be oblika

y = C1 (x) sinx + C2 (x) cosx:

Metodom varijacije konstante dobivamo sustav

C 01 sinx + C
0
2 cos x = 0

C 01 cos x� C 02 sinx =
1

cos3 x
:

Iz tog sustava dobivamo



C 01 =
1

cos2 x
; C 02 =

� sinx
cos3 x

:

Integriranjem dobivamo

C1(x) = tg x +K1; C2(x) =
�1

2 cos2 x
+K2:

Slijedi

y = (tg x +K1) sinx +

�
�1

2 cos2 x
+K2

�
cos x =

K1 sinx +K2 cos x +
sin2 x

cos x
� 1

2 cos x
=

K1 sinx + (K2 � 1) cos x +
1

2 cos x
:

A sinx +B cos x +
1

2 cos x
= yh + yp;

Dakle,

y = yh + yp = A sinx +B cos x +
1

2 cos x

je opće rje�enje dane diferencijalne jednad�be.


