4. Neke obicne diferencijalne jednadzbe drugog
reda

Opcenito, diferencijalnu jednadzbu

F(z,y,y,y") =0
svodimo zamjenom ¢’ = p na sustav

F(z,y,p,p") =0, y =p.
4.1 Diferencijalna jednadzba F'(z,y',7y") =0

Ako se u polaznoj diferencijalnoj jednadzbi ne po-
javljuje eksplicitno v, tj. ako jednadzba dopusta zapis

F(z,y',y") =0,

onda zamjenom
vy =p,y =p

dobivamo diferencijalnu jednadzbu prvoga reda
F(z,p,p)=0.

Odredimo li njezino rjeSenje p = g(z), integriranjem
dobivamo trazeno rjesenje

yz/ﬁ@M%



Primjer Rijesimo diferencijalnu jednadzbu
y' (e"+ 1)+ =0.

Zamjenom y' = p(x), y" = p’ dobivamo jednadzbu
pe"+1)+p=0.

To je jednadzba koja dopusta odijeljivanje varijabla

dp dx
p et +1
Slijedi
T+ 1
In|p| =1In C’le - ‘
efﬂ
| dalje
T4+ 1
ylzcle —: )
e

pa je opce rjeSenje

y = C} (a: — e_x) + .



4.2 Diferencijalna jednadzba F'(y,y’,y") = 0

Ako se u diferencijalnoj jednadzbi F(x,y,y,y") =0
ne pojavljuje eksplicitno = kao parametar, tj. ako ta
jednadzba dopusta zapis

Fy,y',y") =0,
onda pomaze zamjena:
y/:@:p y/,:p/:@:d—p:d—p-p
de " de % dy

p
Primjer Rijesimo diferencijalnu jednadzbu
y'y — () =0,

te odredimo posebno rjeSenje Sto udovoljava pocet-
nomu uvjetu:

a)r =0,y =0,y = 0;
b)x=1,y=0,y = 1;
crx=1y=1,9y =1;
d)z=1y=11y =2.



Zamjena y' = p, y = % - p u ovomu primjeru poviaci

dp 9 : dp
_ — o O t . _ — e
dypy % , Y. p ( dyy p)

Dakle, mora biti

Ako je g—gy—p =0, f§ 2= %, ondajey = p = Cv,
paje ¥ = C,dz. Slijedi,
Yy

Yy = Cg@clx.

Primijetimo da je prvi sluCaj obuhva¢en drugim
(Ch=0,Cy,=0C).

Nadimo sada trazena posebna rjesenja.



(@) Pocetni uvjet x =0,y = 0,4 = 0, uvrSten u
Yy = Cgeclx I y/ = Cly,
povlaci

0=Cyi0=0 = y=0

(b) PoCetni uvjet x =1,y =0,y = 1 poviaci
0=Che™ i 1=0,

sto je protuslovlje. Dakle, da ne postoji posebno
rieSenje koje bi udovoljilo tomu pocetnom uvjetu.

(c) PoCetniuvjet z =1,y = 1,9y = 1 povladi
1202601 1 1=C] — 01:1, 02:6_1

— y=c"

(d) Sliéno, poCetni uvjet x = 1,y = 1,y = 2 povlaci
1202601 | 2=C0] = 01:2, 0226_2

s y = 62:8—2



4.3 Homogena diferencijalna jednadzba
Ako je funkcija

(z,9,9,y") = Flz,y,9,y")
homogena po varijablama vy, v/, v”, tj. ako je
F(z,ty, ty', ty") =t"F(z,y,9y,y"), a €R

(i pritom o nazivamo stupanj homogenosti od F'),
onda diferencijalnu jednadzbu

F(z,y,y,y") =0
zamjenom

2oy = g(x),

y=e
svodimo na diferencijalnu jednadzbu prvoga reda

la (az,edex,z-edex,(z2+z’) . 6fzd:v> _ O,

(edex) F(z,1,2,2*+2) =0,
odnosno,

F(x,1,2,2+2) = 0.



Obicnu diferencijalnu jednadzbu drugoga reda s
opisanim svojstvom nazivamo homogenom po vari-
jablama vy, v/, v/".

Primjer Diferencijalna jednadzba
zy’ +yy" — (i) =0
je homogena (o = 2) jer je
z(ty)* + (ty)(ty") — (ty')* = ey +yy" — (¥')°).

Zamjena y = e/ %, z = ¢(z), vodi do jednadzbe

T+ 7 +22—22=0,

x4+ 2 =0.
Slijedi,
2
i
L = —3 -+ Cl
pa je

73
/Zdil? — —3 + Cll' + KQ,
a opcCe rjeSenje polazne jednadzbe jest

23 3
Yy = e—j—FClZL’—I—KQ _ 026—?4—013].



4.4 Linearna diferencijalna jednadzba s konstant-
nim koeficijentima

Ako diferencijalna jednadzba drugoga reda dopusta
zapis
y' +ay' +by =g(x), a,beR, (D)

govorimo o linearnoj diferencijalnoj jednadzbi dru-
goga reda s konstantnim koeficijentima. U slucaju
g = 0 dobivamo

' +ay +by=0, a,beR, (2)

Sto je pripadna joj homogena (ili "nepotpuna") jed-
nadzba.

Moze se dokazati da promatrana linearna diferen-
cijalna jednadzba ima tocno jedno rjeSenje uz dani
pocetni uvjet x = xo, y = yo, ¥ = 7, €im je funkcija g
neprekidna.

Teorem 1 Ako su y; = fi(z) i yo = fo(x) dva rjeSenja
linearne homogene jednadzbe (2), onda je i

y = Cifi(x) + Cofa(x), C1,Cy € R,

rjesenje te jednadzbe.

Dokaz: |zravnom provjerom.




Definicija Reci ¢emo da su dva rieSenja y; = fi(x)
i yo = fo(x) linearne homogene jednadzbe (2) lin-
earno nezavisna, ako iz

Cifi+Cofy =0
(nul-funkeija) Cy, Cy € R, slijedi Cy = Cy = 0.

Kriterij linearne (ne)zavisnosti dan je pomocu tzv.
Wronskijana (determinante Wronskog).

Teorem 2 Ako su funkcije y; = fi(z) i yo = fo(x) lin-
earno zavisne tada je Wronskijan

| filz) fo(x)
W)=\ "nie) fila)

= (0, za svakKi x.

Dokaz:

Teorem 3 Ako su y; = fi(z) i yo = fo(x) linearno
nezavisna rjeSenja linearne homogene jednadzbe (2)
onda je

| file) folx)
W@ =1"0) Hie

= (, za svaki .




Teorem 4 Ako su y; = fi(x) iy, = fo(x) dva linearno
nezavisna rjesenja linearne homogene jednadzbe
(2), onda je

y = C1fi(z) + Cofo(x), C1,Cs € R,
njezino opce rjesenje.

Dokaz:

Dopustimo da rjeSenje homogene linearne jednadzbe
(2) bude | kompleksna funkcija (realne varijable), .
funkcija

fiA=C, ACR, f(z)=u)+iv(x), i=+v—-1,
pri cemu su u i v realne funkcije.
Derivacijom funkcije f smatramo funkciju

r— fl(x) =u(x) + i (2)

(kad god su funkcije u i v derivabilne). Jednostavno je
provjeriti da Teorem 1. i Teorem 3. vrijede | za ovakva
dva kompleksna rjeSenja s konstantama C', C; € C.

O postojanju posebnog riesenja homogene linearne
jednadzbe (2) govori sljedeci teorem.



Teorem 5 Postoji broj r, realan ili kompleksan, takav
da je
y — 67“33‘

posebno rjesenje homogene linearne diferencijalne
jednadzbe (2).

Dokaz:

Formalnim uvrstenjem

/ . /!
yzera:7 Y :fremly :T26ra:

u jednadzbu (2) dobivamo

e (r* + ar +b) =0,

r’+ar+b=0,

Sto je tzv. karakteristicna jednadzba diferencijalne
jednadzbe (2). Buduci da svaka kvadratna jednadzba
ima rjeSenje u R ili C, a u ovomu slucaju dobivamo

a a?

— —— 44— =)
1.2 9 1 3

to su y; = € iy, = ™" posebna rjesenja diferenci-
jalne jednadzbe (2).



e Stovise, ako je pritom r; # r» € R onda je

™ TroX

e
roe’2t

Wi(z) = = (g — 1)el T £ 0,

rie’t’t

pa su pripadna posebna rjesenja linearno nezav-
isna. Po Teoremu 3.,

y — 0167"1.%‘ _|_ 0267“2$

je opcCe rjeSenje diferencijalne jednadzbe (2).

e Ako je, pak, r; = r, onda se radi o samo jednom
posebnom rjesenju (Teorem 6).

e SluCaju konjugirano-kompleksnih rjeSenja r; 2 € C
(kasnije).



Teorem 6 Ako karakteristicna jednadzba homogene
linearne diferencijalne jednadzbe (2) ima samo jedno

riesenje, tj. akoje ry = r; = —5 = r € R, onda je,

pored y = e'*, posebno rjesenje |
y = xe'".

Stovise, bududi da su funkcije = — €™ i x — ze’” lin-
earno nezavisne, onda je

y = Che'™ 4+ Coxe'™
opce rjeSenje diferencijalne jednadzbe (2).

Dokaz:




U slu€aju konjugirano-kompleksnog rjeSenja karak-
teristiCne jednadzbe, ;.

Tl,QZQiBiv OZ,BER, 67&07

opce rjeSenje y = Che"* 4 (Che™" (skup kompleksnih
funkcija) homogene linearne diferencijalne jednadzbe
(2) zapisujemo ovako:

Yy= Cyel T 4 Coel P = 6a$(01eﬁm + 026_6$i> —
e (Cy(cos Br+isin fx)+Cy(cos(—Bx)+isin(—px))) =

e ((Cy + Cy) cos Bz + i(C — Cy) sin fx) =
e™ (K1 cos fx + Ky sin fx),
pricemuje K1 = C1+ Cy € R, Ky =4(Cy — () € iR.
Osim toga, lako se provjeri da su funkcije
x +— e cos fr, e sinfx

linearno nezavisne (nad C) ¢im je 5 # 0.



Zakljucak: Opce rjeSenje homogene linearne difer-
encijalne jednadzbe

y" + ay’ 4+ by = 0,

jest skup svih funkcija sto dopustaju ovaj zapis
(017 CZ S IR)

Clerlw + C’Qem cim je 19 € Ri 1 9.
) : 7

C’lem + 023367% cim je r="To=TE& R:
) )

e (C cos fr+Chysin fx), Cimjer s =axfi € C, B #0,

pri Cemu su 7 » rjeSenja pripadne karakteristicne jed-
nadzbe r? 4+ ar + b = 0.

Primjer Homogenoj linearnoj diferencijalnoj jed-
nadzbi

y' + 4y +4y =0
pripada karakteristiCna jednadzba
r? 4+ 4r +4 =0,

kojoj je rjeSenje v = ro = —2. OpcCe rjeSenje proma-
trane diferencijalne jednadzbe je, dakle,

y = Cre”*" + Cywe ", C}, Cy € R,



Teorem 7 Ako je dano bilo koje posebno rjesenje lin-
earne diferencijalne jednadzbe (1), onda se njezino
opce rjeSenje dobiva pribrajanjem toga posebnog
rjeSenja opcemu rjesenju pripadne joj homogene jed-
nadzbe (2).

Dokaz:

Opce rjeSenje y;, homogene jednadzbe (2) uvijek
znamo odrediti, to nam ostaje odrediti neko (bilo koje)
partikularno rjeSenje y, jednadzbe (1).

Ako je slobodan ¢lan g (x) nehomogene linearne
diferencijalne jednadzbe (1) funkcija oblika

g(x) = e [Py (x) cos Br + Q¢ (x) sin fz],  (3)

gdje su « i § konstante, P (x) i Q; (x) polinomi stup-
nja k odnosno ¢, tada posebno rjesenje y, mozemo
naci i metodom neodredenih koeficjenata. Partiku-
larno rjesenje trazimo u obliku

Yp(T) = 2[Ry, (x) cos Bz + Sy, () sin fz],  (4)

gdje su R, (z) i .S, () polinomi s (nepoznatim) koefi-
cijentima stupnja m = max {k,t} i gdje je [ kratnost
korijena « &= 37 karakteristiCne jednadzbe, {j.



I 0, ako a = 31 nije rjeSenje karak. jedn.
|1 1 <1<2, ako je a £ Fi rjeSenje karak. jedn.

Koeficijente polinoma R,, (x) i S, (x) odredujemo

iz uvjeta da funkcija y, identiCki zadovoljava ne-
homogenu jednadzbu (1). Funkcijama tipa (3) su
obuhvaceni i specijalni slucajevi dani sljedecom tabli-
com:

g(x) Yp()
a=0=0 Py(x) o' Ry, (z)
B=k=0 Ae” rlCe™
B=0 e Py, (x) zle™ Ry (x)
a=k=t=0 Acos fx+Bsin Sz 2'[C cos Bz+D sin Bz]
k=t=0 e[ A cos fx+ B sin fz] 2'e®[C cos Bz+D sin B
a=0 Py.(z) cos Bx+Qq(x) sin B | 2[R, (x) cos Ba+Sy, () sin Bz]

Primjer Rijesimo linearnu diferencijalnu jednadzbu s
konstantnim koeficijentima

' —y=—-z+1

i odredimo joj posebno rjesenje Sto udovoljava
pocetnimu uvjetu x =0,y =0, ¢/ = 0.



Pripadna homogena jednadzba je
y —y=0,
a karakteristicna jednadzba je
r?—1=0.
RjeSenje r; » = 1 povlaci da su

y=¢e'iy=e

linearno nezavisna posebna rjeSenja homogene jed-
nadzbe. Tako dobivamo opce rjeSenje

Yn = Clex + Cze_x

te homogene jednadzbe. U polaznoj linearnoj difer-
encijalnoj jednadzbi je

g(x)=—x+1= Pi(x)

polinom prvoga stupnja. Po tablici, jer je [ = 0, za
posebno rjesenje treba uzeti polinom prvog stupnja

Rl(x) = Ax + B.

Koeficijente ¢emo mu odrediti po danoj uputi:



(Ax+B)"—(Az+B)=—x+1= —Ax—B=—z+1.

Dakle, A = 11 B = —1, pa je trazeno posebno
riesenje y, = = — 1. Napokon, po Teoremu 7. slijedi
da je

y=Ce"+Coe "+ —1

traZzeno opce rjeSenje.
Posebno rjeSenje $to udovoljava pocethomu uvjetu
x =0,y =0, vy = 0dobivamo odgovaraju¢im uvrsten-
jima:

0160 + 026_0 +0—-1=0, 0160 — 026_0 +1=0.
Slijedi, C; = 0,C5 = 1, pa je traZzeno posebno rjesenje

y=e "+x—1.

Teorem 8 Ako je u diferencijalnoj jednadzbi (1)
g(ZIZ) — g1<ﬂf) T+t gk(x>7 k€N,

onda je njezino posebno rjesenje zbroj od po jednog
posebnog rjeSenja svake pripadne jednadzabe

y' +ay +by=gj(x), j=1,--- k.



Primjer Rijesimo linearnu diferencijalnu jednadzbu s
konstantnim koeficijentima

Y + 2y + by = x%e>® + sin 2.

Pripadna karakteristi¢na jednadzba > +2r +5 = 0
ima konjugirano-kompleksno rjesenje ry 5 = —1 £ 2
pa je opce rjeSenje pripadne homogene jednadzbe

yp = e *(Ccos2x 4+ Cysin 2x).
Buduci da je
2 3x

g(x) = x> + sin 2z,

to cemo za pronalazenje posebnog rjeSenja polazne
jednadzbe najprije upotrijebiti Teorem 8. Promatra-
jmo, dakle, dvije pripadne diferencijalne jednadzbe:

'+ 2y + 5y = 2%,
y" + 2y + 5y = sin2x.
Ostaje nam odrediti posebna rjesenja. Za prvu je to
UYp, = (A:C2 + Bz + C) et

a za drugu
Yp, = C'sin 2z + D cos 2.



Uvrstenjem (s y,, iy, ) u prvu, odnosno drugu jed-
nadzbu i odgovarajucim izjednaCavanjima dobivamo

1
Yp, = (502% — 40z + 11) >
1000
1
Y = 7(sm 21 — 4 cos 2x).

Sada je, po Teoremu 8.,

Y = Yp + Yp, = 5033 — 40x + 11) _|_

1000 (
4—1 (sin 2z — 4 cos 2x)
17 SII 2T COS 2

posebno rjeSenje polazne diferencijalne jednadzbe.
Napokon, po Teoremu 7.,

y=e " (Cycos2x + Cysin2x) +

L (502° — 40z + 11) €™ L2 —(sin 2z — 4 cos 2)
—_— T — €T SIN 20X — COS
1000 17 o

jest opce rjeSenje diferencijalne jednadzbe

Y + 2y + by = x%e’” + sin 2.



Metoda varijacije konstanti

Ukoliko funkcija smetnje g(x) nije oblika (3) koristimo
metodu varijacije konstanata. Naime, opcCe rjeSenje
y;, homogene jednadzbe (2)

yy = Chy1 + Coypa.

uvijek znamo odrediti, to nam ostaje odrediti neko
posebno rjesenje y, jednadzbe (1). Njega cemo
traziti na nacin da u op¢em rjeSenju pripadne homo-
gene jednadzbe y;, = Chiyp + Chyy konstante C i1 Cf
zamijenimo funkcijama C; (x) i Cy (x) . Dakle trazeno
rjesenje je oblika

y, = C1(z)y1 + Cs (x) yo, (5)

gdje su C; (x) i Cs (x) , za sada, nepoznate funkcije.

Dovoljno je odrediti jednu nepoznatu funkciju, a ne
dvije, ukoliko zadamo neku vezu izmedu tih funkcija.
Deriviranjem jednadzbe (5) dobivamo

y' = Ciy1 + Coyn + Cryy + Coys.
Neka je veza medu trazenim funkcijama
Ci(x)y1 + Coya = 0.

Imamo



y/ — Clyi + CQyév
y" = Ciyr + Coyy + Cryf + Cayly.

Uvrstavanjem dobivenih izraza u 3" + ay’ + by = g(x),
dobivamo

y' +ay' + by = Ciyy + Coyy + Cry) + Cayy +
a(Cry; + Cays) + b(Cryr + Coya) =
C1y1+C5y5+C1 (y +ay 1 +by) +Cs (yh+ays+by,) = g(x).

Buduci su v i y» rjeSenja homogene jednadzbe, do-
bivamo

Ciy; + Cyyy = g () .

Prema tomu nepoznate funkcije C i Cy zadovoljavaju
sustav

Ciyr + Coyp = 0
Ciyy + Coyhy = g ().

To je linearni sustav od dvije nepoznate funkcije C7 i
C}. Determinanta ovog sustava je upravo

Y1 Y2
TR

Wi(x) =




Buduci su funkcije y; i vy, dva linearno nezavisna
rjeSenja homogene diferencijalne jednadzbe (2),
onda je W (z) # 0, za svaki z, pa sustav ima jedin-
stveno rieSenje C{(x) i C(x). Sada je

/Ol d.fClOl /C2

Primjer Rijesite diferencijalnu jednadzbu
1
cos® x
Opce rjeSenje pripadne homogene jednadzbe je

y' +y =

yp, = Crsinx 4+ Cycos .

Pretpostavimo da je partikularno rjeSenje diferenci-
jalne jednadzbe oblika

y = C1 (x)sinz 4+ Cy (x) cos x.
Metodom varijacije konstante dobivamo sustav

Cisinz + Cycosx = 0

Cicosz — Cysine = —
cos®

|z tog sustava dobivamo



Ci: 1 Cé:—sina:

cos?
Integriranjem dobivamo

cosS

B —1
- 2cos?x

Ci(z) =tgx + Ky, Cy(x) + K.

Slijedi
—1
2 cos? x

?J:<tg$‘|‘K1)Sinx—l—< —I—Kg) COS T =

sin? x 1

Kisinx + Kycosx + — =
COS T 2 COS T

Kisinx 4 (Ky — 1) cosx +

2cosT
Asinx + Bceosx + = UYp + Yp,
2COS T
Dakle,
. 1
y=1yn+y,=Asinz + Bcosx +
2C0S T

je opce rjeSenje dane diferencijalne jednadzbe.



