


6. Nekoliko primjena odred̄enog integrala

a) Povr�ina ravninskog lika (kvadratura)

� Pokazali smo: ako je f neprekidna i f (x) � 0 za
svaki x 2 [a; b]; onda je

R b
a f (x)dx povr�ina ispod

krivulje y = f (x) nad segmentom [a; b].

� Ako je ravninski lik omed̄en zatvorenom krivuljom
ili se prostire i na donju poluravninu, onda za
izra�cunavanje njegove povr�ine rabimo dva ili vi�e
odred̄enih integrala, tj. "snalazimo se" od slu�caja
do slu�caja:

y

x

y=f(x)

a b

D

0

y=g(x)

P (D) =

Z b

a

( (f (x)� g(x)) dx

y

x
a b

D

0 c

y=f(x)

P (D) =

Z c

a

f (x)dx�
Z b

c

f (x)dx:



Kada je krivulja zadana "inverznom" funkcijom, tj.
jednad�bom x = h(y), y 2 [c; d]; povr�ina ravninskog
lika D da je sa

y

x

x=h(y)

d

D
0

c
P (D) =

Z d

c

h(y)dy:

Primjer Izra�cunati povr�inu lika kojega omed̄uju
pravac y = x� 1 i parabola y2 = 2x + 6

0
x

y (5,4)

(­1,­2)

P =

Z 4

�2

�
(y + 1)�

�
1
2y
2 � 3

��
dy =

Z 4

�2

�
4 + y � 1

2y
2
�
dy =

�
4y + 1

2y
2 � 1

6y
3
���4
2
= 18:



Napomena: Ozna�cimo li u formuli za povr�inu,
P (D) =

R b
a f (x)dx, umno�ak f (x)dx kao dP , smijemo

pisati

P (D) =

Z
[a;b]

dP:

Geometrijski se broj dP smije interpretirati kao
povr�ina "in�nitezimalnog" ("neizmjerno malog")
pseudotrapeza nad segmentom [x; x + dx], koji se
onda smije aproksimirati trapezom s osnovicama
f (x) i f (x) + �f (x) i visinom dx.

x

y

x dx

d P

0 x+dx

f(x) y=f(x)

Zaista,

dP � f (x) + (f (x) + �f (x))

2
dx =

f (x)dx +
�f (x)dx

2
� f (x)dx

pri �cemu smo umno�ak �f (x)dx dvaju neizmjerno
malih brojeva zanemarili u zbroju s f (x)dx. Stoga se
o dP = f (x)dx govori kao o "povr�inskome elementu"
ravninskoga lika D. "Zbrajanjem" (tj. integriranjem)
svih povr�inskih elemenata nad segmentom [a; b]
dobivamo tra�enu povr�inu P (D).



Na isti na�cin ćemo, poslije, svaki podintegralni izraz
pomoću kojega izra�cunavamo povr�inu (duljinu, obu-
jam (volumen), ...) zvati analognim imenom. �Cesto se
formalnim izra�cunavanjem tih "elemenata" vrlo lako
dolazi do korisnih formula za izra�cunavanje tra�enih
veli�cina.

Parametarski zadana krivulja

Ukoliko je krivulja parametarski zadana x = x(t); y =
y(t); t 2 [�; �] (x(t) je injekcija, Slika 5.) tada je
povr�inu na slici nazna�cenog lika izra�cunavamo na
na�cin

P =

Z �

�

y(t)x0(t)dt:

0 x

y

x=x(t)

y=y(t)

x in jek c ijat
α β

D
y



Primjer Izra�cunati povr�inu jednog svoda cikloide
x(t) = R(t� sin t); y(t) = R(1� cos t); t 2 [0; 2�]

0
x

y
2R

2Rp

P =

Z �

�

y(t)x0(t)dt =

Z 2�

0

R(1�cos t)[R(t�sin t)]0dt =

R2
Z 2�

0

(1� cos t)2dt = R2
Z 2�

0

(1� 2 cos t + cos2 t)dt =

R2
Z 2�

0

�
3
2 � 2 cos t +

1
2 cos 2t

�
dt = 3R2�:



Krivulja zadana u polarnim koordinatama

Neka je ravninska krivulja � zadana u polarnim
koordinatama jednad�bom � = g('); ' 2 [�; �]:
Izra�cunajmo plo�tinu pseudotrokuta odred̄enoga
krivuljom � i zrakama ' = �, ' = �.

p

r=g (j)
dP

dj

a bj

l

0

(r ! �; j ! '; a! �; b! �)

Za "povr�inski element" uzimamo pripadni kru�ni is-
je�cak od ' do ' + d' polumjera g('), tj.

dP = 1
2l� =

1
2� � d' � � =

1
2g(')

2d';

gdje su l i � opće oznake, redom, za lu�cnu duljinu i
polumjer. Slijedi

P (D) = 1
2

Z �

�

g(')2d':



Primjer Izra�cunati povr�inu ravninskoga lika D
omed̄enoga polarnom osi i prvim "zavojem" Arhime-
dove spirale � = a'; a > 0:

0 2ap
p

P (D) = 1
2

Z 2�

0

a2'2d' =

�
1
2a
2 � '

3

3

�����'=2�
'=0

= 4
3�
3a2:



b) Duljina ravninskog luka (rekti�kacija)

Neka je ravninski luk � �dAB (dopu�tamo i B = A)
zadan parametarskim jednad�bama

x = '(t); y =  (t); t 2 [a; b];

pri �cemu su ' i  neprekidno derivabilne funkcije i
A = ('(a);  (a)) i B = ('(b);  (b)).

y

x
M i­1

a bti­1 ti

M i

∆t
j(ti)

y (ti)

0

Mn=B

M0=A

M1

Neka je:

� Dn = fa = t0; � � � ; tn = bg rastav segmenta [a; b] na
n-jednakih dijelova.

� Bijekcija (do na rub) r : [a; b] ! dAB, r(t) =
('(t);  (t)), pridru�uje svakom rastavu Dn =
ft0; � � � ; tng to�ckovni skup fM0; � � � ;Mng na �,
M0 = A = r(t0 = a), � � � ,Mn = B = r(tn = b).

To�cke Mi dijele luk � na n podlukova \Mi�1Mi,
i = 1; � � � ; n. Spojimo li svaki par susjednih to�caka;



Mi�1 i Mi, du�inom, dobivamo poligonalnu crtu "up-
isanu" luku �. Pridijelimo sada svakom rastavu Dn

broj
nX
i=1

d(Mi�1;Mi) =

nX
i=1

p
(xi � xi�1)2 + (yi � yi�1)2 =

nX
i=1

p
('(ti)� '(ti�1))2 + ( (ti)�  (ti�1))2

L:t:s:v
=

nX
i=1

q
('0(� i)(4t)2 + ( 0(~� i)(4t)2 =

nX
i=1

q
'0(� i)2 +  

0(~� i)24t '
nX
i=1

q
'0(� i)2 +  

0(� i)24t;

pri �cemu su � i; ~� i 2 hti�1; tii, i = 1; � � � ; n.

Prehodni izraz mo�emo interpretirati kao integralnu
sumu, a broj

L(�) = lim
n!1

nX
i=1

q
'0(� i)2 +  

0(~� i)24t =Z b

a

q
'0(t)2 +  0(t)2dt;

kao duljinu lukadAB:



Primjer Izra�cunati duljinu L jednog luka cikloide
x(t) = R(t� sin t); y(t) = R(1� cos t); t 2 [0; 2�]:

L = 2

Z �

0

q
[R(1� cos t)0]2 + [R(t� sin t)0]2dt

= 2R

Z �

0

q
[(1� cos t)0]2 + [(t� sin t)0]2dt

= 2R

Z �

0

q
sin2 t + [(1� cos t)]2dt = 8R

Ako je ravninski luk � zadan jednad�bom y = f (x),
x 2 [a; b], pri �cemu je funkcija f neprekidno deriv-
abilna, onda iz parametrizacije x = t, y = f (t),
t 2 [a; b], dobivamo

L(�) =

Z b

a

p
1 + f 0(x)2dx:



Primjer Izra�cunati duljinu luka parabole y2 = 2x + 6
odred̄enog to�ckama A = (�1;�2) i B = (5; 4):

0
x

y B=(5,4)

A=(­1,­2)

L(�) =

Z d

c

p
1 + g0(y)2dy =

Z 4

�2

s
1 +

��
y2�6
2

�0�2
dy =

Z 4

�2

p
y2 + 1dy �M4

M4 =
3
2

3X
i=0

q�
3
2i�

5
4

�2
+ 1 = 12:071:



Ako je, pak, luk � zadan (jednad�bom) u polarnim ko-
ordinatama

� = g('); ' 2 [�; �];

g neprekidno derivabilna, onda parametrizacija

x = g(') cos'; y = g(') sin';

daje (x0)2 + (y0)2 = g(')2 + g0(')2. Slijedi,

L(�) =

Z �

�

p
g(')2 + g0(')2d':

Primjer Izra�cunati duljinu prvog zavoja Arhimedove
spirale � = a'; a > 0

L(�) =

Z �

�

p
g(')2 + g0(')2d' =

Z 2�

0

q
(a')2 +

�
(a')0

�2
d' =

= a

Z 2�

0

q
(')2 +

�
(')0
�2
d' = a

Z 2�

0

p
1 + '2d' =

= a
h
�
p
4�2 + 1 + 1

2 ln
�
2� +

p
4�2 + 1

�i
� 21:256a



c) Volumen rotacijskog tijela (kubatura)

Neka je f : [a; b] ! R neprekidna i nenegativna
funkcija. Tada graf Gf posve odred̄uje pseudotrapez
nad segmentom [a; b]. Vrtnjom oko x-osi taj pseudo-
trapez oblikuje geometrijsko tijelo koje nazivamo
rotacijskim tijelom.

y

x0
z

dV

y

x
0

dP
x x+∆ x

y
y + ∆y

Za dostatno mali dx, pripadni njegov dio odred̄en
segmentom [x; x + dx] � [a; b] aproksimirat ćemo
krnjim sto�cem visine dx i baznih polumjera f (x) i
f (x + dx) = f (x) + �f (x). Za pripadni "volumenski
element" tada dobivamo:

dV =
�dx

3
[f (x)2+f (x)(f (x) + �f (x))+

(f (x) + �f (x))2] =

�dx

3

h
3f (x)2+3f (x) ��f (x) + (�f (x))2

i
� �f (x)2dx;

gdje smo pribrojnike 3f (x) ��f (x) i (�f (x))2 ispustili



jer su zanemarivo mali prema 3f (x)2.

(Ovo povla�ci da smo za promatrani "volumenski el-
ement" smjeli odabrati i valjak visine dx i baznog
polumjera f (x)!)

Prema tomu, tra�eni volumen rotacijskoga tijela jest

Vx = �

Z b

a

f (x)2dx:

Primjer Izra�cunati volumen kugle.

Kuglu smijemo smatrati rotacijskim tijelom, pri �cemu
podrazumijevamo da se odgovarajući polukrug
vrti oko svoga promjera. Promatrajmo kru�nicu
x2 + y2 = R2. Dovoljno je promatrati samo funkciju

f (x) =
p
R2 � x2; x 2 [�R;R] :

Dobivamo

V = �

Z R

�R
(R2�x2)dx = �

�
R2x� x3

3

�����x=R
x=�R

=
4R3�

3

�to je poznata formula za izra�cunavanje volumena
kugle radijusa R:



Ako je krivulja � zadana parametarskim jednad�bama

x = '(t); y =  (t); t 2 [a; b];

i ako je  � 0 i ' neprekidno derivabilna, onda je vol-
umen pripadnoga rotacijskog (oko x-osi, nad [a; b])
tijela dan formulom

Vx = �

Z b

a

 (t)2'0(t)dt:

Primjer Izra�cunajmo volumen tijela dobivenog
rotacijom prvog svoda cikloide x(t) = R(t � sin t);
y(t) = R(1� cos t); t 2 [0; 2�]:

V = �

Z b

a

 (t)2'0(t)dt =

�

Z 2�

0

[R(1� cos t)]2 [R(t� sin t)0] dt =

�R3
Z 2�

0

(1� cos t)3dt = 5�R3:



Ako je, pak, krivulja � zadana polarnom jednad�bom

� = g('); ' 2 [�; �];
g neprekidno derivabilna, onda parametrizacija

x = g(') cos'; y = g(') sin';

daje

dx = (g0(') cos'� g(') sin')d':

Slijedi,

Vx = �

Z �

�

g(')2 [g0(') cos'� g(') sin'] sin2'd':

Primjer Izra�cunati volumen kugle.
Promatrajmo dio kru�nice x2 + y2 = R2, y � 0; �cija je
polarna jednad�ba: � = R; ' 2 [0; �]. Parametrizacija

x = R cos'; y = R sin';
daje

dx = �R sin'd':
Slijedi,

Vx = �

Z 0

�

R2 [�R sin'] sin2'd' = ::: =

= R3�

�
cos'� 1

3
(cos')3

�����'=0
'=�

=
4

3
R3�



Napokon za volumen pripadnoga rotacijskog tijela �to
nastaje vrtnjom oko y-osi dobivamo

Vy = �

Z b

a

'(t)2 0(t)dt:

Primjer Izra�cunajmo volumen rotacijskog tijela �to
nastaje rotacijom ravninskog lika omed̄enog sa
y = x3; y = 8; x = 0 oko y-osi.

­1 1 2 3 4

2

4

6

8

10

x

y

Vy = �

Z 8

0

( 3
p
y)2 dy = �

�
3

5
y
5
3

�����8
0

=
3

5
�8

5
3 =

96�

5
:

Napomena: Ovdje je parametrizacija

x = 3
p
y; y = y (t) ; y 2 [0; 8]:



d) Oplo�je rotacijskog tijela

Za oplo�je rotacijskog tijela (bez baza):

� ako je krivulja � zadana parametarskim jed-
nad�bama

x = '(t); y =  (t); t 2 [a; b];

gdje su su ' i  neprekidno derivabilne, dobivamo:

� oplo�je tijela nastalog vrtnjom oko x-osi

Ox = 2�

Z b

a

j (t)j �
q
'0(t)2 +  0(t)2dt:

� oplo�je tijela nastalog vrtnjom oko y-osi

Oy = 2�

Z b

a

j'(t)j �
q
'0(t)2 +  0(t)2dt:

� Specijalno, ako je krivulja � dana u pravokutnim
koordinatama:

� jednad�bom y = f (x) ; x 2 [a; b] ; onda je oplo�je
tijela nastalog vrtnjom oko x-osi

Ox = 2�

Z b

a

jf (x)j �
p
1 + f 0(x)2dx:



� jednad�bom x = g (y) ; y 2 [c; d] ; onda je oplo�je
tijela nastalog vrtnjom oko y-osi

Oy = 2�

Z d

c

jg (y)j �
p
1 + g0(y)2dy:

Primjer Izra�cunajmo oplo�je rotacijskog tijela do-
bivenog rotacijom oko x�osi prvog svoda cikloide:

x(t) = R(t� sin t); y(t) = R(1� cos t); t 2 [0; 2�]

Imamo:q
'0(t)2 +  0(t)2 =

q
[R(t� sin t)0]2 + [R(1� cos t)0]2 =

::: =
p
2R
p
1� cos t =

p
2R

r
2 sin2

t

2

= 2R �
�����sin t2|{z}

�����
�0; t2[0;2�]

= 2R sin
t

2
;

i  (t) = R(1� cos t) � 0: Sada je



Ox = 2�

Z b

a

j (t)j �
q
'0(t)2 +  0(t)2dt = :::

= 2�

Z 2�

0

R(1� cos t) � 2R sin t
2
dt =

64

3
�R2

Numeri �cka integracija

Numeri�cka integracija se koristi za pribli�no ra�cu-
nanje odred̄enog integrala i to:

� ako se integral ne mo�e to�cno izra�cunati (npr.
1R
0

ex
2

dx);

� ako se integral mo�e to�cno izra�cunati, ali je ra�cu-
nanje te�ko ili je va�na samo pribli�na vrijednost
integrala;

� ako su zadane samo neke vrijednost podintegralne
funkcije, a ne i funkcija.



Iz de�nicije integrala imamo:

bZ
a

f (x) dx �
nX
i=1

f (x�i )�x; x�i 2 [xi�1; xi] ; �x =
b� a

n
:

Ako izaberemo za x�i lijevi kraj, desni kraj, polovi�te
intervala [xi�1; xi] imamo redom:

bZ
a

f (x) dx �
nX
i=1

f (xi�1)�x = Ln

bZ
a

f (x) dx �
nX
i=1

f (xi)�x = Dn

bZ
a

f (x) dx �
nX
i=1

f (�xi)�x =Mn;



Mo�emo uzesti i aproksimaciju:
bZ

a

f (x) dx � 1
2
(Ln +Dn) =

1

2

 
nX
i=1

f (xi�1)�x +
nX
i=1

f (xi)�x

!
=

=

nX
i=1

�x

2
(f (xi�1) + f (xi)) =

=
�x

2
[f (x0) +f (x1) +f (x1) +f (x2) + ::: +f (xn�1) +f (xn)] =

=
�x

2
[f (x0) +2f (x1) +2f (x2) + ::: +2f (xn�1) +f (xn)] = T n:

Tn se naziva Trapezna formula zbog toga �to je

�x

2
(f (xi�1) + f (xi))

povr�ina trapeza s osnovicom [xi�1; xi] :



Pretpostavimo da je jf 00 (x)j � K za x 2 [a; b] :
Pokazuje se da za gre�ku vrijedi

jEM j �
K (b� a)3

24n2
, jET j �

K (b� a)3

12n2

Neka je segment [a; b] to�ckama x0 = a; x1; :::; xn = b
podijeljen na n jednakih djelova duljine �x = b�a

n i
neka je n paran broj. Luk krivulje y = f (x) od xi�1 do
xi+1 aproksimirajmo parabolom koja prolazi to�ckama
f (xi�1) ; f (xi) ; f (xi+1) : Povr�ina ispod te parabole je

�x

3
[f (xi�1) + 4f (xi) + f (xi+1)]

Sada je
bZ

a

f (x) dx � Sn

gdje je

Sn =
�x

3
ff (x0) + 4 [f (x1) + f (x3) + ::: + f (xn�1)] +

+2 [f (x2) + f (x4) + ::: + f (xn�2)] + f (xn)g:



Sn se naziva Simsonova formula. Pokazuje se da za
gre�ku vrijedi

jESj �
K (b� a)5

180n4

gdje je
��f (iv) (x)�� � K za x 2 [a; b] :

Primjer Izra�cunati aproksimacije trapeznom for-
mulom T10 i Simpsonovom formulom S10 integralaZ 1

0

exdx i ocijeniti pogre�ke ET i ES: Koliki mora biti n

da Tn aproksimira integral s to�cno�ću 0:00001?

Imamo općenito:

Tn =
b�a
n

2

 
f (a) + 2

n�1X
i=1

f
�
a + ib�an

�
+ f (b)

!
;

ili u na�em slu�caju

T10 =
1
10

2

 
e0 + 2

10�1X
i=1

�
e

�
0+i

1
10

��
+ e1

!
= ::: � 1: 719 7:

Budući je



f (x) = ex =) f 00 (x) = ex =)

jf 00 (x)j � e1 = e(= K); za x 2 [0; 1] ;

to je ocjena pogre�ke

jET10j �
K (b� a)3

12n2
=
e (1� 0)3

12 � 102 = 0:002265:

Kako je

I =

Z 1

0

exdx = e� 1 � 1: 718 3;

onda je stvarna pogre�ka

jET10j = jI � T10j � j1: 718 3� 1: 719 7j = 0:001 4:

Koliki mora biti n da Tn aproksimira integral s
to�cno�ću 0:00001? Imamo:

jETnj �
e (1� 0)3

12 � n2 � 0:00001 =) n � 150: 51

=) n � 151

Sli�cno se poka�e: S10 � 1:718283; jES10j � 0:0000016:


