


6. Nekoliko primjena odredenog integrala

a) PovrsSina ravninskog lika (kvadratura)

e Pokazali smo: ako je f neprekidnai f(z) > 0 za
svaki x € |a, b|, onda je ff f(x)dx povrsina ispod
krivulje y = f(z) nad segmentom [a, b).

e Ako je ravninski lik omeden zatvorenom krivuljom
ili se prostire i na donju poluravninu, onda za
izraCunavanje njegove povrsine rabimo dva ili viSe
odredenih integrala, tj. "snalazimo se" od sluCaja
do slucaja:

AV NG




Kada je krivulja zadana "inverznom" funkcijom, tj.

jednadzbom = = h(y), y € [c, d|, povrSina ravninskog
lika D da je sa

Yy
al_
x=h(y)
D
0 \X> d
C P(D) = / hy)dy

Primjer |zraCunati povrSinu lika kojega omeduju
pravac y = = — 1 i parabola y* = 2z + 6

%) (5.4)




Napomena: Oznacimo li u formuli za povrSinu,
P(D) = fabf(x)dx, umnozak f(z)dx kao dP, smijemo

pisati
P(D) = / dP.
[, 0]

Geometrijski se broj dP smije interpretirati kao
povrSina "infinitezimalnog" ("neizmjerno malog")
pseudotrapeza nad segmentom [z, x + dz|, koji se
onda smije aproksimirati trapezom s osnovicama
f(x)i f(z)+ Af(x) ivisinom dzx.

y A
f(x) y=f(x)

dP

X

-

0 X dx x+dx

Zaista,

p < 1O U L) ),

Af(x)d
2

f(x)dx + P f(z)dx

pri ¢emu smo umnozak A f(x)dxz dvaju neizmjerno
malih brojeva zanemarili u zbroju s f(x)dxz. Stoga se
o dP = f(z)dx govori kao o "povrSinskome elementu”
ravninskoga lika D. "Zbrajanjem" ({j. integriranjem)
svih povrSinskih elemenata nad segmentom |a, b]
dobivamo trazenu povrsinu P(D).



Na isti nacin ¢emo, poslije, svaki podintegralni izraz
pomocu kojega izracunavamo povrsinu (duljinu, obu-
jam (volumen), ...) zvati analognim imenom. Cesto se
formalnim izraCunavanjem tih "elemenata” vrlo lako
dolazi do korisnih formula za izraCunavanje trazenih
veliCina.

Parametarski zadana krivulja

Ukoliko je krivulja parametarski zadana x = z(t),y =
y(t),t € |, B] (z(t) je injekcija, Slika 5.) tada je
povrSinu na slici naznacenog lika izracunavamo na
nacin

8
P = / y(t)x'(t)dt.




Primjer IzraCcunati povrsinu jednog svoda cikloide
x(t) = R(t —sint), y(t) = R(1 — cost), t € [0, 2]

yl\

2R
\/X‘

0 2Rp

I} 27
P= [ y@®)x'(t)dt = / R(1—cost)[R(t—sint)]'dt =

o 2
R2/ (1 — cost)?dt = Rz/ (1 —2cost + cos’t)dt =
0 0

27
RQ/ (% — 2cost + %COS 215) dt = 3R’T.
0



Krivulja zadana u polarnim koordinatama

Neka je ravninska krivulja I' zadana u polarnim
koordinatama jednadzbom p = ¢g(¢), p € |a, 5]
|lzraCunajmo plostinu pseudotrokuta odredenoga
krivuljom I' i zrakama ¢ = a, p = £5.

Za "povrsinski element” uzimamo pripadni kruzni is-
jeCak od ¢ do ¢ + dp polumjera g(¢), {j.

dP = 3lp=3p-de - p=9(p)’de,

gdje su [ i p opCe oznake, redom, za lucnu duljinu |
polumjer. Slijedi

5
P(D) =3 / ()’ dep.



Primjer Izracunati povrSinu ravninskoga lika D
omedenoga polarnom osi i prvim "zavojem" Arhime-
dove spirale p = ap, a > 0.




b) Duljina ravninskog luka (rektifikacija)

Neka je ravninski luk I' = AB (dopusStamo i B = A)
zadan parametarskim jednadzbama

L = @(t)a Y= ¢<t>7 t e [CL, b]a

pri Cemu su ¢ i 1 neprekidno derivabilne funkcije |

A= (pla),¥(a)) i B = (¢(b),1(b)).

A

Mo=A, Y
M,
M»=B

v (t) M;

\’\7',/

0 T® >

Dt
a tia f b

Neka je:
e D,={a=ty- - ,t, = b} rastav segmenta |a, b| na

n-jednakih dijelova.

e Bijekcija (do na rub) r : |a,b] — AB, r(t) =
(p(t),1(t)), pridruzuje svakom rastavu D, =
{to,--- ,t,} toCkovni skup {My,---, M,} na T,
M():A:T(t():a),"',Mn:B:T<tn:b>.

Totke M; dijele luk T’ na n podlukova M, M,
1 = 1,--- ,n. Spojimo li svaki par susjednih tocaka,



M;_1 i M;, duzinom, dobivamo poligonalnu crtu "up-
isanu” luku I'. Pridijelimo sada svakom rastavu D,
broj

ZdMZ 1,M Z\/ — T 1 y—yH)Q:
Z Vo) — Pl + (06) — it e

Z ¢ ()AL + (& (R (D1 =

2. VomP + v Epat =Y\ P +v(rmpot

pri cemu su Ti,Ti € <t¢_17ti>,’i: L,--+,n

Prehodni izraz mozemo interpretirati kao integralnu
sumu, a broj

- JL%OZW (7i)2 + /(7200 =

/a Je e +verd,

kao duljinu luka AB.




Primjer |zraCunati duljinu L jednog luka cikloide
x(t) = R(t —sint), y(t) = R(1 — cost), t € [0, 2n].

L= Q/W\/[R(l — cost)]” + [R(t — sint))2dt

— 2R/07T\/[(1 — cost)]* + [(t — sint)']2dt

= QR/ \/sin2t + [(1 — cost)|*dt = 8R
0

Ako je ravninski luk I' zadan jednadzbom y = f(x),
r € |a,b], pri Cemu je funkcija f neprekidno deriv-
abilna, onda iz parametrizacije + = t, y = f(t),

t € [a, b], dobivamo

b
L) = / V1+ f(x)2ds.



Primjer Izracunati duljinu luka parabole y> = 2z + 6
odredenog tockama A = (—1,—2)i B = (5,4).

L(F)Z/ V14 g'(y)2dy =

/z\/w [(%)’rdy:

4
/ V y2 + 1dy N M4
—2

)’ +1=12.071.
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Ako je, pak, luk I' zadan (jednadzbom) u polarnim ko-
ordinatama

p=9(p),p € la,p],
g neprekidno derivabilna, onda parametrizacija
T = g(p)cosp,y = g(yp)sinp,

daje (2')* + (y')* = g(¢)* + ¢'(¢¢)*. Slijedi,

Primjer IzraCunati duljinu prvog zavoja Arhimedove
spirale p = ap, a > 0

21
/Vg 2+ g'(i0)2d = /\/w [(ap)]dp =

2 27
—a/ \/ dgp—a V 1+ pidp =
= a {77\/47r2 + 1+ %ln (27T+ Va2 + 1)] ~ 21.256a




c) Volumen rotacijskog tijela (kubatura)

Neka je f : [a,b] — R neprekidna i nenegativna
funkcija. Tada graf Gy posve odreduje pseudotrapez
nad segmentom |a, b|. Vrtnjom oko z-osi taj pseudo-
trapez oblikuje geometrijsko tijelo koje nazivamo
rotacijskim tijelom.

Za dostatno mali dx, pripadni njegov dio odreden
segmentom [z, z + dx| C |a,b] aproksimirat c¢emo
krnjim stoScem visine dx i baznih polumjera f(x) i
flx +dzx) = f(z) + Af(x). Za pripadni "volumenski
element" tada dobivamo:

_7Td:1:

AV =—=f (@) +(2)(f (@) + Af (@))+

(f(z)+ Af(2))?] =

Tdx

T 3@ 3 () - Af(@) + (Af()’| ~ mf (o) o,

gdje smo pribrojnike 3f(x) - Af(x) i (Af(z))? ispustili



jer su zanemarivo mali prema 3 f(z)>.

(Ovo povlaci da smo za promatrani "volumenski el-
ement" smjeli odabrati i valjak visine dz i baznog
polumjera f(z)!)

Prema tomu, trazeni volumen rotacijskoga tijela jest

b
V, = 77/ f(z)*dz.

Primjer IzraCunati volumen kugle.

Kuglu smijemo smatrati rotacijskim tijelom, pri Cemu
podrazumijevamo da se odgovarajuci polukrug

vrti oko svoga promjera. Promatrajmo kruznicu

2> + y?> = R?. Dovoljno je promatrati samo funkciju

flx) =V R*—2*,v € |—R,R].

Dobivamo
B AR3T

R 3
V:ﬂ'/ (R*—a2%)dr =7 (sz——)
—R 3 r=—R 3

Sto je poznata formula za izraCunavanje volumena
kugle radijusa R.

=R




Ako je krivulja I' zadana parametarskim jednadzbama

= @(t),y =(t), t € [a,b],

i ako je v > 01 ¢ neprekidno derivabilna, onda je vol-
umen pripadnoga rotacijskog (oko z-osi, nad |a, b])
tijela dan formulom

— / MO0

Primjer IzraCunajmo volumen tijela dobivenog
rotacijom prvog svoda cikloide x(t) = R(t — sint),
y(t) = R(1 — cost), t € [0,2n].

—w/w )2 (t)dt =

0 /O K [R(1 — cost)]” [R(t — sint)'] dt =

2m
7TR3/ (1 — cost)’dt = 5 R>.
0



Ako je, pak, krivulja I' zadana polarnom jednadzbom

p=9(p), ¢ € la,fl,
g neprekidno derivabilna, onda parametrizacija

x = g(p)cosp,y = g(p)sinp,
daje
dx = (g'(¢p) cosp — g(p) sinp)dep.
Slijedi,

8
Vy=m / 9(¢)* [g'(¢) cos p — g(¢p) sin ] sin® pdp.

Primjer IzraCunati volumen kugle.

Promatrajmo dio kruznice z? + y*> = R?, y > 0, Cija je
polarna jednadzba: p = R, ¢ € [0, w]. Parametrizacija

x = Rcosyp,y = Rsin o,
daje
dr = — Rsin pdp.
Slijedi,

0
Ve = 7T/ R? [—Rsingo] Sin2gpdgpz L=

©=0

1 4
= R’nm (COS »—3 (cos gp)?’) = gRSﬂ'

p=m



Napokon za volumen pripadnoga rotacijskog tijela sto
nastaje vrtnjom oko y-osi dobivamo

V,=n / ()2 (t)dt.

Primjer |Izracunajmo volumen rotacijskog tijela Sto
nastaje rotacijom ravninskog lika omedenog sa
y =23, y =8, =0 oko y-0si.

10T /

<. 1

® 3 5 9%

8 3 )
2 5
Vi, =m Yy dy =7 | —y3 :

Napomena: Ovdje je parametrizacija

r=Vy,y=y(t), y€l08].




d) Oplosje rotacijskog tijela

Za oploS§je rotacijskog tijela (bez baza):

e ako je krivulja I' zadana parametarskim jed-
nadzbama

L= @(t)vy — ,Qb(t)a t e [aa b]:
gdje su su ¢ i ¢ neprekidno derivabilne, dobivamo:

— oplosje tijela nastalog vrtnjom oko x-osi

b
0, =2r [ (o) [t + vty

— oplosje tijela nastalog vrtnjom oko y-osi

b
0, =2 [ lolt)]- /(02 + v/ (0.

e Specijalno, ako je krivulja I' dana u pravokutnim
koordinatama:

— jednadzbom y = f (z), x € |a,b], onda je oploSje
tijela nastalog vrtnjom oko x-osi

O, = 27?/ 1 (2)] - \/1+ f(x)2d.



—jednadzbom = = ¢ (y), y € [c,d|, onda je oploSje
tijela nastalog vrtnjom oko y-osi

0, =2 / 9@)] - v/1+ g2y

Primjer |zraCunajmo oploS$je rotacijskog tijela do-
bivenog rotacijom oko r—osi prvog svoda cikloide:

x(t) = R(t —sint), y(t) = R(1 — cost),t € [0, 27|

Imamo:

\/90/<t)2 + ¢/<t)2 = \/[R(t — sin t)’]2 + [R(1 — cos t)’]2 _

t
. = \@R\/l —cost = \@R\/Zsirﬁi

t t
=2R - |sin=| = 2Rsin§;
—~~
>0, te[0,27]

i(t) = R(1 — cost) > 0. Sada je



ox=2w/w (82 1 (82t =

¢ 64
= 27?/ R(1 —cost) - 2R sin édt §7TR2
0

Numericka integracija

Numericka integracija se koristi za priblizno racu-
nanje odredenog integrala i to:

e ako se integral ne moze toCno izracunati (npr.
1
2
[ e”dx);
0

e ako se integral moze toCno izraCunati, ali je racCu-
nanje tesko ili je vazna samo priblizna vrijednost
integrala;

e ako su zadane samo neke vrijednost podintegralne
funkcije, a ne i funkcija.



|z definicije integrala imamo:

b—a

n

b n
/f(il?) dx ~ Zf(x;k)ﬁx, xt € iy, x], Ax =
a 1=1

Ako izaberemo za z; lijevi kraj, desni kraj, poloviste
intervala |x;_1, z;| imamo redom:



Mozemo uzestl | aproksimaciju:

/f L + D)) =

— Z% (f (@im1) + f(z3)) =

A2aj f (wo) +f (z1) +F (1) +f (@2) + oo +F (1) +f (20)] =
AQx [f (o) +2f (1) +2f (22) + ... +2f (1) +f (z0)] =T,

1T, se naziva Trapezna formula zbog toga Sto je

Ax

SO )+ f ()

povrsina trapeza s osnovicom [z; 1, x;] .



Pretpostavimo da je |f" ()| < K za z € [a,b].
Pokazuje se da za gresku vrijedi

K(b—a)
12n?

K(b—a)
24n?2 7

Byl < |Er| <

Neka je segment [a, b] toCkama xy = a, =1, ..., z, = b
podijelien na n jednakih djelova duljine Az = =2 i

neka je n paran broj. Luk krivulje y = f (z) od x;_; do
x;41 aproksimirajmo parabolom koja prolazi toCkama
f(xi1), f (i), f(z;x1) . PovrSina ispod te parabole je

Ax

R f(iy) +4f () + f (2i41)]

Sada je

/ f(@)dz ~ S,
gdje je ’
Sy = S () AL (22) + F (53) o+ f ()] +

21 (@) + f (za) + o + f(wn2)] + [ (20) }-



S, se naziva Simsonova formula. Pokazuje se da za
gresku vrijedi

K(b—a)

Edl <
Bs| < 18004

gdie je | /") (z)| < K zaz € [a,}].

Primjer |zraCunati aproksimacije trapeznom for-
mulom 17, i Simpsonovom formulom S, integrala

1
/ e’dx i ocijeniti pogreSke Er i Eg. Koliki mora biti n

0
da 7;, aproksimira integral s tocho3cu 0.000017

Imamo opcenito:

b—a

T, =+ <f<a>+2Zf(a+ibna) +f<b>> ,

ili u nasem slucaju

10—1
Th 20<e +22( (04115 ) 61>...%1.7197.

Buduci je




f(x) =¢" = [ffa)=¢" =
f"(z)] < el =e(=K), za x€0,1],
to je ocjena pogreske

K((b—a)?® e(l-0)°
Er | < — — 0.002265.
Erl < —5 5 12 - 102

Kako je
1
]:/ e'dr=e—1=1.7183,
0

onda je stvarna pogreska

|Er, | = |1 — Tyl = |1.7183 — 1.7197| = 0.001 4.

Koliki mora biti n da 7,, aproksimira integral s
tocnoscu 0.000017 Imamo:

e(1—0)°

< 0.00001 = n > 150.51
—n > 151

Slicno se pokaze: Sy ~ 1.718283, |Es,| < 0.0000016.



