3. Integriranje nekih elementarnih funkcija

Integralni raCun, tj. odredivanje primitivnih funkcija je
tehnicki sloZzen posao.

Poteskoce:

e Primitivna funkcija za (i relativno jednostavnu) ele-
mentarnu funkciju ne mora biti elementarna (tada
se kaze da je integral elementarano nerjesiv). Npr.

/smxdx, /6x2d.fl?, /—d:v
x Inz

su neelementarni (elementarano nerjesivi) integrali .

e Kad je primitivna funkcija elementarna funkcija
(tada se kaze da je integral elementarno rjesiv),
njezino je odredivanje, osim u rijetkim sluCajevima
(tablicni ili njima vrlo slicni integrali) je vrlo zaht-
jevno.

Dakle, integralni racun je puno slozeniji nego diferen-
cijalni racun. Deriviacija elementarne funkcije je opet
elementarna funkcija (i svaku znamo derivirati !), dok
integral elementarne funkcije ne mora biti elemen-
tarna funkcija (a ako i jest, Cesto je vrlo teSko naci

).



Ovdje ¢emo pokazati nekoliko tehnika integriralnoga
racuna u slucCaju elementarno rjesivih integrala.

3.1. Integral racionalne funkcije

Integral racionalne funkcije je oblika

Qn

gdje su P, ()i Q, (v) pollnoml stupnja m i n, redom,
koji nemaju zajednickih nul-toCaka.

Razlikujemo slucCajeve:

en=0—= 5 E § = S (z) je polinom (dobivamo sumu

tablicnih integrala);

e Ako je m < n onda je Eg prava racionalna
funkcija;

e Ako je m > n onda, dijeljenjem, dobivamo

o= [ (s gy )

gdje je S ( ) polinom a 0, 83 prava racionalna
funkcija.




Dakle, dovoljno je pretpostaviti da je gmgg prava

racionalna funkcija.

Temeljna zamisao jest da se polazna (prava)
racionalna funkcija f = % prikaze kao zbroj jed-
nostavnijih racionalnih fuan«:ija, koje u nazivnicima
imaju prirodne potencije linearnih ili kvadratnih fak-
tora iz faktorizacije od (), (rastav na parcijalne
razlomke).

Pritom se rabi tzv. metoda neodredenih koeficije-
nata, koja se, u biti, temelji na Cinjenici da su dva
polinoma jednaka onda i samo onda kad su im koefi-
cijenti uz iste potencije jednaki.

P.(x)

Rastav na parcijalne razlomke - postupak:

e Po Osnovnom teoremu algebre, svaki polinom se
na jedinstven nacin moze rastaviti (nad R) kao pro-
dukt linearnih i kvadratnih ¢lanova (s negativhom
diskriminantom)

Qm () =byx" + -+ bz + by =

bo(x — ay)™ - (x —a,)" (2% +am + dl)kl- (P +qr + dl)kl7

~—~ S~~~
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e Linearnom polinomu z — a; koji se pojavljuje s;
puta, pridruzuje se s; parcijalnih razlomaka

A; A; A
. + = 2 Tt . S5
Xr — CL]' (LU — aj) (LIZ' — CLj)

a kvadratnom polinomu koji se pojavljuje k; puta,
pridruzuje se k; parcijalnih razlomaka

Blla: + 011 n Blgﬂf + 012 n n Blkix -+ Clki
P rert+di (P tcr+d) (22 +er+d)"

e Sada je

tee
T — aq (x —a1)® = —a

P, (z) i( An . A, N Agy L
by,

o Aps N Buix +Chp P Big,x + Chg,
(x —a,) 2?2+ cx+dy (22 + 1 + dy )2

Bz + C By.x+ C
N 211 no 211@ lk:lk
x? + gz + d; (22 + ¢z + dp)



e Nepoznati koeficijenti A;;,, By, i C}y,, se odreduju
tako da se predhodna jednakost pomnozi poli-
nomom @, (z) i potom izjednaCe koeficijenti uz iste
potencije.

e Nakon Sto odredimo nepoznate koeficijente dobi-
vamo da se integriranje (prave) racionalne funkcije,
| gmg; dx, svodi na izraCunavanje sljedeca tri (tip-
iCha) neodredena integrala:

/ ! dx / Z+5 dx / ! dx
(x —a)s (;1:2+cx+d)k ’ (22 +cx+d)F

gdiesus,keNia,b,c,deR.

e Odabiranjem odgovarajucih supstitucija, dolazimo
do (tablicnih) integrala oblika

/ i / (12 j—ita2)k

Primjer 1 IzraCunati integral [ - 5;’3*510) de.
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Primjer 2 Izradunati integral [ -2 414z,

Buduci da === “ nije prava racionalna funkcija, dijel-
jenjem doblvamo

6 3
r’ —x°+1 1
I:/ 5 da::/x+x5_x2d:v:

1 22
d doe= — + 1
/$Z+/$5_$2$ 2+1

Rastav nazivnika na faktore:

2 —rt=x"(r—1)(z+2°+1)

Rastav na parcijalne razlomke:

I _A B __C  Di+E
-2 22 -1 x+z22+1

povlaci



1 =Az (z—1) (x+2"+1) +B(z — 1) (x + 2°+1)
+C2° (z+ 2°+1) + (Dzx + E) 2* (z — 1)

ili
1= (A+C+D)a'+(B+C — D+ E)x°+
(C — E)2*+ (—A)x — B,
sto daje sustav

A+C+D=0
B+C—-D+E=0
C—E=0
—A=0
~B=1

koji ima rjesenje
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Sada je

1 1
_7D:__7E1:1
3 3 3



1 1
__x_‘__
4+ 3 3)61[13—

=~

I

=

ot

| —
=

[\

ol

=

I
R
SR
N
+
=

| Wl
—_

T+ 2%+ 1
:%—F%ln\x—ﬂ —éln (az—l—x2+1) +§arctg2x\/gl—l—0,
pa je
%2%—51% In |z — 1] —% In (x -+ x° + 1) +§arctg2x\/g 1+O

3.2 Integriranje kompozicije trigonometrijske i
racionalne funkcije

Ovaj tip neodredenog integrala se obiCno oznacuje s

/R(Sin x, cosx)dz,

gdje je R opCa oznaka za razlomacki izraz (racionalnu
funkciju). U trivijalnom sluc¢aju [ sinadz i [ coszdx
dobivamo dva tablicna integrala (8) i (9). Nadalje,



SINT |, cosa=
/tgaida;:/I dz £ —In|cosz| + C,

COS T

COST |, sinp—
/ctga:da: = / dz " In|sinz| + C,

sin &
. sin x=t .
/smaz -cosxdr = %st x+ C.

U opéem slucaju se integral | R(sin z, cos z)dx svodi
na integral racinalne funkcije, tj. na f%dt, p 1 g poli-
nomi, koji se onda rjeSava tehnikom iz prethodnoga
razmatranja.

Najopcenitija zamjenska funkcija jest

tgg =t (x =2arctgt). (s1)
Ona povlaci:
y 2 2t 1 — ¢ 2)
r = SIN T = COS T — S
1+ 1+ ¢? 1+t
Primjer Izracunati integral [ QSinx—lcos:z:—l—5dx'



1 (s1),(s2) 1
, der = dt =
28inx —cosx + 5 3t2+ 2t + 2

1/ ]. dt t+%:§u 1 / ]. d ]. t
3 = u = —=arctgu =
AR T L

Ako je funkcija R "parna”, tj. ako je
R(—sinx, —cosx) = R(sinx, cos ),

moguce je to svodenje provesti zamjenskom funkci-
jom

t =tgr (x = arctgt) (ssl)
koja povlaci:
d Lt sin? r 2 (ss2)
T = , sin“x = , cos“x = . (ss
1+t + 12 1+t

1
. 2 . 2
In“ r+2sin x cos £—Cos* x

Primjer Izracunati integral | -



1 (ss1),(ss2)
—5 . > de =
S111 CC‘I‘QSIH[CCOSZC — COS~ T

1
/ = /t2+2t 1=
T 2\/1+t2 \/1+zt2 - 1—|—t2

1—|—t2

t+1=1/3u 1 (14)
de = L du ‘=
/(t+1)—2 Vel AT b

t+1
IR e TS v M B U L 0 B
V27 41| 2v2 %4—1 V21 42 + tgx

Napokon, u najjednostavnijim sluCajevima
/R(Sin x)-cosxdr |
/R(Cos x) - sin xdx

rabimo, redom, zamjenske funkcije

t = sinz, dt = coszdzx, (sss1)
t = cosx, dt = —sinxdz. (sss2)



1
2+cosx)sinx

Primjer IzraCcunati integral f(

1 sin &
/ _ da::/ — dr =
(24 cosx)sinx (24 cosx)sin”x
SIN T (sss2) —1
dr = dt =
/(2+cosx>(1—coszx> v /(2+t) (1— 1)

1 1
3 6
[(Farite)

t+2)%(t — 1
snft+2/+tnjt—1 —iInjt+ 1] = ¢ 1n 7+ 27 : )‘
(t+1)

—|— DO

(cosx + 2)*(cosz — 1)
(cosx +1)3

1
61n

+c

Promatrani se integral moze izracunati i ovako:

2
1 1),(s2 T2
/2 —d (Sé(s)/ L dt=..
@+ cosa)sina ERa=g e

x x
z%ln’t (t2+3)’ zéln’tgg- (tg2§+3)‘ + C.



Napomena: Primijetimo da se izraCunavanjem neo-
dredenog integrala razliCitim metodama (ili samo
razliCitm zamjenskim funkcijama) mogu dobiti "ra-
zlicite" primitivne funkcije. Ali, kao §to znamo, one
se mogu razlikovati do na aditivhu konstantu. To npr.
znaci da su na svakom intervalu I C R, na kojemu su
oba rezultata iz predhodnog primjera definirana, ona
I medusobno jednaka do na aditivhu konstantu.

Posve slicho integriranju kompozicije trigonometrijske
i racionalne funkcije, integrira se i [ R(shz, chx)dz,

kompozicija hiperbolne i racionalne funkcije.

Primjer Integral

| vt
2shx + 3chx v

supstitucijom

2 2t 1+ t?
dt, shx = , chx = il :
1 —¢2 1 —¢2 1 —¢2

the — ¢, dr —
2

prelazi u integral racionalne funkcije:

9
1 5
da = 1 dt =
/23h3:+3ch35 ‘ /2 2t 4 g+t

1—¢2 1—¢2




/ 2 g / 1 e / 1
3 +4t+3 - ) (142)7 40 Vi [ w241
) ) 3t+2 3th§+2+

%arctgu = Earczﬁgw = ﬁarctg NG

3.3 Integriranje nekih iracionalnih funkcija

Primitivna funkcija za iracionalnu funkciju nije,
opcenito, elementarna funkcija, tj. neodredeni
integral [ f(z)dz iracionalne funkcije f nije, opéenito,
elementarno rjesiv. Razmatrat cemo samo neke
elementarno rjesive tipove neodredenih integrala
iracionalnih funkcija:

[

/R(x%,---,x%)daz, m;,ni, ke Ni=1,--- k.
(auditorne vjezbe)
/R ax + b ”17.“7 ax + b\ " d.
cr +d cr +d

m;,n;, k€ N,i=1,--- k, (auditorne vjezbe).




/R (a:,\/aa:2+b:1:+c) dx.

(auditorne vjezbe)

e Binomni integral, {j.

/SCS (a +bx" Y dx, p,r,seqQ. (1)

Opcenito, on nije elementarno rjesiv. Skup svih el-
ementarno rjesivih binomnih integrala karakterizira
ovaj teorem:

Teorem 3.1 Binomni integral (1) je elementarno rjesiv
onda i samo onda, ako je barem jedan od brojeva

s+1 s+1

D, ; +p
T T

cijeli bro;j.

Dokaz:




Dakle, imamo sljedece supstitucije:

p€EZ — x=1t", n— (najmanji) zajed. nazivnik od s i r;

s+ 1
r

s+ 1
r

cZ = a-+br" =t", n— nazivnik od p;

+peZ = ax "+b=1t", n— nazivnik od p;
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