


Matematika 2

1. Neodredeni integral

2. Odredeni integral

3. Funkcije viSe varijabli

4. Visestruki integral

5. Obicne diferencijalne jednadzbe
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Obveze:
e predavanja (> 70%)

e viezbe (> 70%)

Provjere znanja:

e iri kolokvija (parcijalna ispita):

- sva tri pozitivna;

- zadaci i teoretska pitanja.

e zavrsni ispit:

- tri dijela - sva tri pozitivna;

- zadaci i teoretska pitanja.



1. NEODREDENI INTEGRAL



Pitanja:

e Je li dana realna funkcija f : A — R, A C R,
derivacija neke realne funkcije g : A — R?

e Rijesiti jednadzbu ¢’ = f, pri éemu se za dani f
trazi g.

e Ta jednadzba ili nema rjeSenja ili ih ima beskonacno
mnogo. Skup svih pripadnih rjeSenja ¢emo nazvati
(neodredenim) integralom funkcije f i pritom
¢emo govoriti da smo funkciju f integrirali.

e integriranje tehnicki neusporedivo slozeniji racun-
postupak od deriviranja, premda se, na neki nacin,
radi o obratnomu racunu.

Oznake:

e Jednostavnosti radi nazivom interval i oznakom [
obuhvatiti Cemo sve mogucnosti:

(a,b), (a,00), (—00,b), (—o0,0)=R.



1. Pojam i svojstva neodredenog integrala

Definicija 1.1 Neka je dan interval I i funkcija

f . I — R. Svaku neprekidnu funkciju F' : I — R
sa svojstvom F'(z) = f(x) za svaki x € I, nazivamo
primitivhom funkcijom za funkciju f na intervalu 1.

Napomena:

e Primitivnha funkcija za funkciju f se moze definirati i
malo opcenitije (vidjeti: http://www.pmfst.hr/zavodi/
matematika/scripta/visa_matematika.pdf, str.
190.));

e Primijetimo da je primitivha funkcija za funkciju f,
definirana kao u Definiciji 1.1, derivabilna funkcija
(kod opcenitije definicije to ne mora biti) ;



Primjer 1 Funkcija

(2
—? + 2, < =2
F:R\{-22} =R, Fl)=% 2*°—4, —2<x<2 |,
2
i
\ ? — 2, T > 2
je primitivna funkcija za funkciju
—x, T < —2
f RN A{-2,2} =R, f(z)=14 22, —2<2<2 |,
T, x>2

jerje F'(x) = f(x) za svaki R\ {—2,2}.
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Primjer 2 Za funkciju f: R — R, f(x) = 2z, su
izmedu ostalih i ove funkcije primitivne na R :

Fi(z) =22, Fyz)=2>—=3, Fyz)=2">+5

jerje npr. Fy(z) = 2x = f(x) za svaki x € R.

Teorem 1.2 Ako za danu funkciju f : I — R postoji
primitivna funkcija F' : I — R, onda je i svaka funkcija
G:I—R,G=F+C,gdjejeC € R konstanta,
primitivha za funkciju f. Stovie, akosu F,G : I — R
primitivne funkcije za f, onda je G = F' + (), za nekKi
C eR.

(Sazeto: "Primitivna funkcija je jednoznacno odredena
do na aditivhu konstantu".)

Dokaz:




Definicija 1.3 Za danu funkciju f : I — R, skup svih
njezinih primitivnih funkcija na intervalu (ili njihovoj
uniji) / nazivamo neodredenim integralom funkcije

f naintervalu I i oznaCujemo s /f(ac)da:.

Skraceno pisemo

/f(a:)da::F(:lz)JrC’, xrel,

gdje F' neka (bilo koja) primitivna funkcija za f na I,
a C oznaka za opc¢u konstantu.

Oznake: funkciju f nazvati integrandom (ili pod-
integralnom funkcijom), = - integracijskom vari-
jablom, a C' - integracijskom konstantom.

Primjer 1
/Sinxd:c = —cosx + C,
jer je
(—cosx +C) =sinz, r € R.



Primjer 2

\/dL = arcsinx + C
1 — 22 ’
jer je )
(arcsinz + C) = \/11_7562,33 e (-1,1).
Primjer 3
Jo— [ ({ 22220 Yoo { 226 220
jer je

({—:1:2+C,x<0 | =2z, x <0 =2lz|,z €R.

(Funkcija z — 2|z| nije derivabilna u toCki x = 0, dok
njezina primitivna funkcija

R 2>+ C, >0
. 22+ C, <0

to jest. Ta derivacija je 0, jer postoje derivacije slijeva
| zdesna i obje iSCezavaju.)



Teorem 1.4 Neka je /f(x)da: = F(z) + C, {j.
F'(x) = f(x) za svaki z € I Tada na [ vrijedi:

a) (/f(zz:)d:c) = f(x) ("deriviranjem integrala

dobivamo integrand");

b) d ( / fl(x dx) = f(x)dz ("diferenciranje ponistava

integriranje");

c) /dF(x) = F(x) + C ("integriranje ponistava

diferenciranje do na konstantu").

Dokaz: Oc¢it.



Teorem 1.5 Neka funkcije fi» : I — R, dopustaju
primitivne funkcije na intervalu I, te neka su \;, Ay €
R konstante. Tada i funkcija A\ f1 + X\afs : X — R
dopusta primitivnu funkciju na I i vrijedi

/()xlfl(x) + X\, fo(x))dx = Alffl(x)dx + )\Q/fg(ac)dw + C,
(1)

ti. neodredeni integral Cuva (do na aditivhu kon-
stantu) linearnu kombinaciju.

Dokaz:

Napomena: Ubuduce u jednakostima slichima (1),
opc¢u konstantu C' najéeS¢e ne¢emo zapisivati, tj. u
takvim "jednakostima" ¢emo dopustati da se lijeva

| desna strana smiju razlikovati do na aditivhu kon-
stantu.

Teorem 1.5 ocCito povlaci

[ (@) £ gy de = [ farte = [ gy

/ Mf(z)dz = A / f(z)d.



Primjer 1

3 1
/(40033}+%—3) dx(:1)4/cos:cdx+§/x3daz—3/d:c

A
:4sinx+§—3x+(].

(Naime, (sinx)" = cosz, (%4) =250 (z) =1.)

ToCnost tablice osnovnih integrala (na definicijskim
podrucjima podintegralnih funkcija) lako se provjeri
deriviranjem:

/o-d:c el 2)
/d:c::r:+0; (3)

r L 1 r+1 1.
/xdaz——TJrlx +C, r#—1; (4)
/x_ldxz Cij—lenp:\ + C; (5)
/exdx =e' + (6)

1
/axda::—axnt(], 0<a#l; (7)

Ina



/sinazd:z: = —cosx + C;
/sha:da: =chx+C
/cosa:da: =sinx + '

/chxd:ﬁ =shx+C

1
/ der =tgx + C'

cos?

/ ! de =thx+ C;

ch 2z

d
/ ;E der = —ctgx + C';

SIN“ x

/ ! dx = —cthz + C;

sh?zx

1
/ dx = arctanz + C';

1+ 22

1
/ dx = arcsinx + C;

V1 — 2?2
1+

1 1
/ dr = —In
1 — z2 2 1

— X

(8)
(8%)
)
9%
(10)
(10°)
(11)
(11°)
(12)
(13)

(14)



1
mdx:m‘“ °x2+1|+05 (15)
X
1
N T+ Va?— 1‘ +C.  (16)
:L' —_—

Neodredene integrale od (2) do (16) nazivamo
tablicnim integralima.

dr = In

2. Osnovne integracijske metode

Neodredene integrale elementarnih funkcija Sto se
mogu prikazati kao linearne kombinacije podintegral-
nih funkcija iz tablice gore, lako odredujemo prim-
jenom Teorema 1.5. U takvim sluCajevima kazemo
da smo funkciju integrirali izravno (ili neposredno).

Primjer 1

2 12
/ (E\/Edaz = 2/:1:6d:17 &4 —x2f+ C
&




Primjer 2

1 sinx + cos’x . (1)
— > dr = — > dr =
SIn” T cos~ @ SIn” T cos* x

dx dxr  (11),(10
/ 5 +/ (174 )—ctg:v+tg:6+0.

sin‘ cos? x

Skup svih izravno integrabilnih funkcija prosSirujemo
primjenom dvaju jednostavnih postupaka: uvodenjem
nove varijable (supstitucija) i prepoznavanjem difer-
encijala nekog umnoska (parcijalna integracija).

Supstitucija se sastoji u tomu da se nekom dopus-
tivom zamjenom integracijske varijable ili podinte-
gralnog izraza polazni integral svede na neke od onih
tablicnih. O tomu govore dva iduca teorema.



Teorem 2.1 Neka za funkciju f postoji neka primitivha
funkcija na intervalu /. Nadalje, nekaje ¢ : J — I,
J - interval, strogo monotona i derivabilna surjekcija.
Tada je

/ﬂ@mz@wl@»+a (17

gdje je ® primitivna funkcija za funkciju (f o ¢) - ¢’ na
J. Drugacijim zapisom,

[(ow) @it =ow+c.

Dokaz:

Napomena:

e Teorem 2.1 jamci da se, pod navedenim uvjetima,
zadani integral smije rjeSavati zamjenom z = (1) i
dx = ¢'(t)dt, {j.



e Temeljna zamisao je u tomu da se nade zamjenska
funkcija ¢, koja ¢e poluciti funkciju ¢ = (f o ¢) - ¢’

tako da integral /¢(t)dt bude "tehnicki" bitno
jednostavniji (sto blizi nekom tablicnom integralu)

od polaznoga (netablicnog) /f(x)da:. Naravno,

idealno je ako se "iz prve" za /gb(t)dt dobije neki

tabli¢ni integral.

e Obicno zamjenske funkcije koje su pogodne za
pojednostavljenje podintegralnog izraza na svojim
definicijskim podrucjima ne zadovoljvaju uvjete
Teorema 1.15, pa uzimamo njihova suzenja koja
zadovoljavaju te uvjete.

Primjer 1
L+va, _|e=1,1t>0] _ 1+t 6t —
Jr T de=6tdt | |

/6t4+t2dt /t4dt+6/t2dt”

£ 3-89z 6 4
6-3+6-§t=fg-\/ﬁ+2\/5+(1




Teorem 2.2 Neka je GG primitivha funkcija za funkciju
g naintervalu J, tj. G'(t) = ¢(t), t € J, te neka je
v : I — J, I -interval, derivabilna. Tada je

/ g((2) - ¥/ (@)de = Gp(x) + C. (18)

g((x)) - () |

g(t), t € J imamo

Dokaz: Promotrimo funkcije f(x)
F(z) = G(¢(x)). Budutije G'(t) =

F'(z) = (G(ib(2))) = G'(¢h(x)) - ¢/ ()
= g(¢(2)) - /() = f(z)
za svaki r € I, a to se i tvrdilo.

Napomena:
Teorem 2.2 kazuje da ako se u podintegralnoj funkciji
f (x) prepozna izraz oblika g (¢ (x)) - ¢ (x) i ako

znamo da je /g (t)dt = G (t) + C, onda je
[£@ds= [ gwia)) - v/ (w)iz -

=G(W(2) +C. =G (P () + C.



Primjer 1
1
/COS hrdr = /5 cos bx - bdx = [t = bx; dt = bdx| =

1 | |
S/Costdt = gsintJrC: gSiH5lC+C-

Primjer 2
xdx 1 2xdx
= [ = — [t =14 2% dt = 2zdz] =

!/ﬂ+xW",/2(L+ﬁY P =1+a%dt =2zdo

(1
§ t_r— 1 t—T—H =

Z. 1
L 2 —T—l—l—i_c’r#

(1
In(1+ 2%) + C, r=1

2
—< 1 (1_|_x2>—7’+1
L 2

- C, 1
—r+1 " r7

Napomena: Vrijedi opCenito

W) 0 nl|h(x
/h@ﬂx—IM(H+C




/ (h(x))" W (z)dz = <h£x+)); O r £

Parcijalna integracija se sastoji u tomu da se pogod-
nim izborom realnih funkcija = — g(x) i z — h(z),

takvih da je g(z)h/(x)dx = f(x)dz, i primjenom difer-
encijala na produktnu funkciju z — g(z)h(x), integral

/f(fb")da: ili bitno pojednostavni ili da postane nepoz-

nanicom u lako rjesivoj jednadzbi.

Teorem 2.3 Ako su funkcije g, h : I — R, neprekidno
derivabilne, onda vrijedi

/ 9@ (2)dz = gla)h(z) - / ha)g (@)de.  (19)

Dokaz:

Napomena: Uobicajilo se uvesti pokrate g(x) = w i
h(z) = v pa formula (19) ima i zapis

/udv = UV — /vdu.



Primjer 1

u=x; dv=e"dx;
/xe dar = du:dx;v:/exda::ex

— xex—/exdx:xex—em—l—c.

Primjer 2

(19)

u=-¢e", du=¢e"dx

I = [ e'sinzdr = . .
dv =sinzdz, v :fsmajdaz = —COSX

—e’ cos :1:+/ng cos xdxr = [

u=-¢e", du=e"dr
dv =cosdz, v = [ coszdr =sinz

]:

—e' cos r+ (ex Sin & — /eaj sin :Cd:c) = —ecosx +e'sine — [

Sada imamo
I =—e"cosx+e'sing —1 —

1
I = 56‘"” (sinz — cosx) + C



Primjer 3 - Rekurzivna formula
Odredimo, za svaki n € N, integral

/ dx 7
(1+ 22)" "

Za n = 1 se radi o tablichnomu integralu (12),t;.
I = arctgr + C.

Neka je n > 2. Tada je

/ dx _/1+a:2—:1:2dx_
142" ) (142" 7
/ dx B / x2dx
a2yt ) o)

[ / ridx
n — 4in—1 (1—|—332>n

Primijenimo parcijalnu integraciju na

/ x2dx _
n
(1 —|_ :L'2)n7 J— 9

uzevsi



rdx

u = x;du=dx;dv = (1+:1:2)n;

v—/ rdr —1
1+22)" 2(n—1)1+22)" "
Slijedi,

/ r2dx B —Z N 1 / dx B
T2 2 —1) (1 +a2)™" 2= 1)) (1422

—X 1
=1 (1+a2) " 2n—1)

I,

Dobili smo, dakle, rekurzivnu formulu!

T 2n — 3
In — n—1 + ]n—l-
on — 1) (1+22)" " 2n—1)

Primjerice, zan = 2in = 3 je, redom,

' Rekurzivne formule omogucuju da se integral koji ovisi o prirodnom broju
n € N (ili n € Z) svede na integral (ili integrale) istog oblika, ali s manjim
indeksom, npr. n — 1 ilin — 2.



T _/ de x +1]
T et 20042 2

x 1
= 21+ 29 +§arctanx+0,

wo

T _/ dx x L3
T ar 2?42?47

T N 3T
4(1+22)?°  8(1+a?)

3
+ éarctgzlz + C.



