5. REKURZIVNE RELACIJE

5.1 Fibonaccijev slijed (niz)

Primjer rekurzivnih relacija:

Svaki par zecica-zec dobiva tijekom svakog sljedeceg
mjeseca par mladih: zecCicu i zeca.

Pitanje: Ako je na pocCetku bio samo jedan par f, = 1,
koliko ¢e parova f,, biti nakon n mjeseci?

RjeSenje je jednoznacno odredeno nizom prirodnih
brojeva (f,,), n = 0,1,2, .. koji je dan rekurzivnom
relacijom

fn:fn—l—l_fn—Q? 77,:2,3,..
gdieje fjo=1if1 =1

Definicija Fibonaccijev slijed (niz) (F,) definira se
pocetnim vrijednostima Fy = 01 F; = 1 i rekurzivnhom
relacijom

Fn:Fn—1+Fn—2; n:2,3,... .

Propozicija 1 (A. de Moivre) Za Fibonaccijev slijed
(F},) vrijedi "zatvorena formula"

1+v5)  (1-v5) 015
: — ; , n=0,1,2 ...

1

F,=—=
V5




Napomena: Moze se pokazati (iz zatvorene formule)
da je
Fopp 1+4/5

li — ~ 1.618.
nl—{go F, 2

Ovaj broj naziva se zlatni prerez (bozanski omjer).

Posljedica 1 Broj £, u Fibonaccijevom slijedu jednak
je cijelom broju koji je nabliZi broju \}3 (1+2 5) . Slijed
(F,) ima eksponencijalni rast.

5.1 Linearne rekurzivne relacije

Opci oblik linearne rekurzivne relacije reda r je

Uy = C10p—1 + CoUp2 + ... + Cap_ + f(n), n2>r,

(1)
gdje su ¢y, co, ..., ¢, zadani realni ili kompleksni bro-
jeviic, Z0,a f:{r,r+1,...} — R (ili C).

Ovdje je n—ti Clan rekurzivno odreden vrijednostima
predhodnih ¢lanova a,,_1, a,—o, ... , Qp_; .

Cilj: Rijesiti (1) po a,,, tj. uz zadane pocetne vrijednosti
ao, ai, ... ,a,—1 Naci a,, eksplicitno kao funkciju od n
(zatvorenu formu).




Linearne homogene rekurzivne relacije s kon-
stantnim koeficijentima

Rekurzivna relacija (1) je homogena ako je f (n) =0
za sve n. Dakle, imamo

Ap = C1Qp_1 + CoQy_9 + ... + CrGQy_p, n>r. (2)

Propozicija 2 Ako za dva slijeda (a)) i (a), n > 0
vrijedi rekurzivna relacija (2), onda vrijedi i za njihovu
linearnu kombinaciju (\a!, + ua!’), gdje su A\, € R
(ili C) bilo koji skalari.

RjeSenje od (2) trazimo u obliku:

n

a, =T, Eulerova supstitucija.

Uvrstavanjem u (2) za = # 0 dobivamo

2" =" e+ L e n>r,

Sto povlaci (dijeljenjem s """ £ 0)

o — et =t — . — ¢, =0. (3)
Po Osnovnom teoremu algebre karakteristicna jednadzba
(3) ima u skupu kompleksnih brojeva r korijena

x1, To, ..., T, (n€ki mogu biti medusobno jednaki).
Zbog pretpostavke ¢, # 0 niti jedan x; nije 0.




Razlikujemo dva slucaja:

1. SluCaj r razlicitih korijena karakteristicne jednadzbe

Teorem 1 Neka su svi Korijeni x1, zo, ..., x, karakter-
isticne jednadzbe medusobno razliCiti. Tada je opce
rjeSenje linearne homogene rekurzivne relacije s kon-
stantnim koeficijentima jednako linearnoj kombinaciji

gdje su Ay, Ao, ..., A\, bilo koji kompleksni brojevi.

2. Slucaj kada postoje viSestruki korijeni karakteristiCne
Jjednadzbe

Lemal1 Ako je kompleksni broj xy k—struki korijen
polinoma P (z), onda je on (k — 1) —struki korijen
derivacije P’ (z).

Propozicija 3 Ako je kompleksni broj xy k—struki ko-
rijen karakteristiCne jednadzbe (3), onda svaki od k
sljedova

n k—1 _n
ap = Ty, QAp =NTgy, ...,Qp =N Ly,

predstavlja rjeSenje rekurzivne relacije (2).



Teorem 2 Neka su xq, z9, ..., x,, svi razli€iti kori-
jeni karakteristicne jednadzbe kratnosti &1, ko, ...k,,.

Rjesenje ! od (2), koje odgovara korijenu z; krat-
nosti k;, je linearna kombinacija k; sljedova

Ay, = )\gi)x?%—)\g)nx%—...+)\,(é)nki_1azf“, n=0,12,...,
pri cemu su )\gi), )\g), - )\,(Ci) kompleksni koeficijenti.
Opce rjeSenje je dano sa

a, = a'lV + .. +al™. ®)

(ovdje imamo ukupno r = k; + ko + ... + k,,, slobodnih
koeficijenata).

Linearne nehomogene rekurzivne relacije s kon-
stantnim koeficijentima

Opci oblik je

ap = C10p_1 + C2Gy 9+ ... + Cray_r + f(N), n>r,

(6)
gdje su ¢y, ¢9, ..., ¢, zadani realni ili kompleksni brojevi
ic, 20,af:{r,r+1,..} =R (iliC).



Propozicija 4. Neka je (a%O)) opce rjeSenje pripadne

homogene rekurzivne relacije je dano Teoremom 2.
Ako znamo neko patikularno rie$enje (a%p)>od (4)

onda je opcCe rjeSenje nehomogene rekurzivne
relacije (6) dano sa

a, = a¥ + alP). (7)

Napomena: Opcenito nalazenje partikularnog
rjeSenja je opcenito komplicirano, ali u nekim slucaje-
vima postoje recepti. Evo nekih:

f (n) )
C' (const.) A
Cn An+ B
Py, (n) Qr (n)
Ca" Aa”
C'a" cos fn + Da" sin fn | Aa™ cos fn + Ba" sin n

Primjedba: Ako je f(n) =

Ca" i x = « korijen

karakteristiche jednadzbe, onda partikularno rjesenje
ne mozemo traziti u obliku o) = A"




5.2 Primjeri

Primjer 1 Dana je rekurzivna relacija
a, = 6a,_1 —9a,_2+2n, n>2
uz pocetni uvjet ag = 1, a1 = 2.

Primjer 2 Dana je rekurzivna relacija
Gp=0n_1+n—1, n>1
uz pocetni uvjet ag = 0.

Primjer 3 Hanojske kule.

e Imamo n kolutova s rupom u sredini, svi razliCitih
polumjera i na ravnoj podlozi zabodena tri Stapica;

e Svi kolutovi su nanizani na jedan Stapi¢ tako da
je kolut s vecim polumjerom uvijek ispod onog s
manjim polumjerom;

e Cilj: Prenijeti sve kolutove (jedan po jedan) na drugi
tapi¢ tako da ni u jednom trenutku ne bude onaj s
vecim polumjerom ispod onog s manjim. Pri tome
svaki od Stapi¢a mozemo koristiti za privremeno
smjestanje kolutova;

e Pitanje: Koliki je najmanji broj prijenosa a,, potreban
da se svih n kolutova prenese s prvog na drugi
Stapic?




Induktivni opis:

e Za n = 1 (jedan kolut) imamo samo jedan prijenos
a; = 1;

e Pretpostavimo da znamo prenijeti n kolutova
(imamo a,, prijenosa).
e Za prijenos n + 1 koluta imamo sljedece:

- prenesemo n kolutova na drugi stapi¢ (ukupno a,,
prijenosa);

- prenosimo najveci kolut na treci Stapi¢ (ukupno 1
prijenos);

- prenesemo n kolutova s drugog na drugi Stapic
(ukupno a,, prijenosa).

Dakle, vrijedi
Api1 = 2a, + 1, a1 =1

Rjesenje je:

a,=2"—1,neN

Napomena: Zapravo imamo
An+1 < 2an + 1.

Ali bududi je
An+1 Z 2an +1
imamo jednakost.



6. KOMBINATORIKA

6.1 Produktno pravilo

Osnovni problem: Nalazenje kardinalnog broja (| A|)
konacénih skupova zadanih na razne nacine.

Pravilo zbrajanja:

e Ako su A i B konacni disjunktni skupovi, onda
vrijedi |[AU B| = |A| + | B|;

Propozicija 1 Neka su A; i Ay neprazni konacni
skupovi. Onda vrijedi |A; x As| = | Ay - |As].

Napomena: Ako se nesto moze obaviti na m nacina,
a svaki naCin ima n ishoda, onda je ukupan broj
mogucih ishoda jednak mn.

Teorem 1 (Produktno pravilo) Nekasu A;, A,, ..., A,
neprazni konacni skupovi. Onda vrijedi

Ay %o x Ay = A - oo A,

= 1] 144l
k=1

14
k=1




Skup svih funkcija f : A — B, gdje su A i B neprazni
konaéni skupovi, oznag&imo sa B4.

Teorem 2 Neka su A i B neprazni konacni skupovi.
Onda vrijedi | B4| = | B!,

Napomena: Bilo koja funkcja f : A — B moze vrijed-
nost f (a1) poprimiti na |B| = m nacina, f (ay) isto na
|B| = m nacina,..., f (a,) na |B| = m nacina, onda f
mozmo zadati na m" nacina.

Korolar 1 Broj uredenih n—torki sastavjenin od 0 i 1
(ili neka druga dva razliCita elmenta) jednak je 2".

Teorem 3 Neka je X neprazni konacan skup. Onda
za partitivni skup 2% vrijedi [2¥| = 21¥1.

Napomena: Broj podskupova n—clanog skupa jed-
nak je broju uredenih n—torki nula i jedinica, a to je 2".

Propozicija 2 Neka je dan prirodan broj n. Kardinalan
broj skupa svih Booleovi funkcija F' : B" — B,
B = {0,1} je jednak 2°".



6.2 Varijacije, permutacije i kombinacije bez pon-
avljanja

Razlikujemo:

e Varijacije (i permutacije kao specijalan slucaj) -
prebrojavamo uredene k—torke nekog konacnog
skupa (poredak bitan);

e Kombinacije - prebrojavamo podskupove nekog
konacnog skupa (poredak nije bitan);

Razlikujemo: varijacije i kombinacije bez i s ponavljanjem.

Definicija Varijacijom bez ponavljanja reda £k kon-
acnog skupa A, = {aq,...,a,}, k < n, nazivamo bilo
koju uredenu k—torku razliCitih elmenata iz A. Broj
varijacija bez ponavljanja reda £ oznacavamo sa P

Varijaciju bez ponavljanja reda n nazivamo permutacija
n—cClanog skupa. Broj permutacija n—cClanog skupa
oznacavamo sa P".

Napomena: Svaku permutaciju skupa A,, mozemo
poistovjetiti s nekom bijekcijom f : A, — A,,.




Teorem 4 Broj varijacija bez ponavljanjareda £ < n
skupa od n elemenata jednak je

P = —=nn-1)-...-(n—k+1).

Broj permutacija n—clanog skupa jednak je n!.

Definicija Kombinacijom bez ponavljanja reda k kon-
acnog skupa A, = {ay,...,a,}, k < n, nazivamo bilo
koji k—C¢lani podskup od A.

Teorem 5 Broj kombinacija bez ponavljanja reda
k < n skupa od n elemenata jednak je

(n) nn—1)-...-(n—k+1)

k k!
Svojstva:
L) =()=1
2. () = (") =n
3. (1) = ()
4.(p) = (") + (o)



Pascalov trokut

T e T e T e e T e

Propozicija 3 (Binomna formula) Za svakin € N

vrijedi

k=0
Dokaz. MatematiCkom indukcijom ili kombinatoricki.




6.3 Varijacije, permutacije i kombinacije s ponavl-
janjem

Definicija Neka je zadan skup od k elemenata

A, = {aq,...,a;} . Promatrajmo sve uredene
n—torke elmenata iz A u kojima se element a4
pojavljuje n; puta, element ay pojavljuje n, puta,

..., element a; pojavljuje n; puta, pri cCemu je

ny + no + ... + np. = n. Takve n—torke nazivamo
permutacije n—tog reda s ponavljanjem, a njihov broj
oznacavamo s P

Teorem 6 Broj permutacije n—tog reda s ponavljan-
jem skupa A, = {a1,...,a;}, u kojima se element q;
pojavljuje n; puta,z =1, ..., k, jednak je

pn B n!

ning... Nk

nylng! - . myl

Teorem 7 (Multinomni teorem)

n!
n
(x1+xot... + 1) = E — ':U?lxg‘?...xzk,
o ningt st N
ni+ng+...+np=n

gdje u gornjoj sumi zbrajamo po svim k—torkama
cijelin brojeva nq, no, ...,n;, > 0 takvim da je n; + no +
cee T NE = N



Kraci zapis multinomnog teorema
(pomocu multiindeksa)

Definirajmo:

® X = (ﬂfl,iﬁ'g, 7$k) :
o = (0417042, ...,Ozk> € Ny;
o || =1+ as+ ... + a;

o X% = z{'x5’...a)";

n |
° ( ) — n! .
o oqlag!-. ol

Sada po multinomnom teoremu

n! -

n n n
(x1+x9+... + 1)) = g T - 'xllxz?..xk :
1Mol - oo !

ni+no+...+np=n

vrijedi:



Primjer: Propozicija (Mali Fermatov teorem)

Ako je p prost broj, onda za svaki £ € N vrijedi
p kP — k1.

kP = k(mod p).
Dokaz: Po multinomnom teoremu imamo
(z1+ 22+ .+ o) =) + 25+ ..+ 2, + O
OSTATAK
Zaxi=x9=..=ux.=1dobivamo

kP =k + O;.

Dakle, dovoljno je dokazati da je ostatak O; djeljiv s
p. Ostatak O, je zbroj multinomnih koeficijenata

!
b c N,
gdje je
n; <p
zasvakiz =1, ..., k.
(UoCimo: Ako je za neki 7, n; = p, onda je ny = ny =

R e i 1, a to upravo znacCi da
je —— =1 koeficijent uz z7).

nylns!-...-ny!




Dakle, svaki multinomni koeficijent u ostatku O; je
prirodan broj veci od 1, pa buduci je
p! o (=1

nine! - ... - nyl nino! - ..ol

onda je O; djeljiv s p, kao suma prirodnih brojeva koji
su svi djeljivi s p. .

Napomena: Mali Fermatov teorem se moze dokazati
| bez koristenja multinomnog teorema (Poglavlje 3.7);

Prisjetimo se:

e Za Nzm(a,n) = 1 vrijedi a*™ = 1(modn)
(Eulerova kongruencija).

e Za p prost vrijedi ¢ (p) =p — 1;

e Ako je p prostip{aondaje Nzm(a,p) =1 paje
a?!' =1 (modp).

e Neka je a € N. Imamo dva slucaja:

—je pprostipfaondajea’ ! =1(modp) =
a’ = a (modp);

—jepprostip|aondajea? =a=0(modp);

sto je Mali Fermatov teorem.



Definicija Neka je zadan skup od n elemenata

A, = {ay,...,a,}. Promatrajmo sve uredene
k—torke elmenata iz A, pri cemu se svaki el-
ement moze i ponavljati. Takve k—torke nazivamo
varijacije k—tog reda s ponavljanjem n—clanog skupa,
a njihov broj oznacavamo s V*.

Teorem 8
Vk _ nk

n

Definicija Neka je zadan skup od n elemenata
A, = {ay,...,a,}. Promatrajmo sve neuredene
k—torke elmenata iz A,, pri cemu se svaki ele-
ment moze i ponavljati. Takve neuredene k—torke
nazivamo kombinacije k—tog reda s ponavljanjem
n—clanog skupa.

Teorem 9 Broj kombinacije k—tog reda s ponavljan-
jem n—C¢lanog skupa jedanak je

(1)



6.4 Formula ukljucivanja i isklju€ivanja
Ako su A; i A; konacni skupovi, onda je

A1 U Ay| = |Ay| + A2l — A1 N Agl .

Sliéno, za tri konacna skupa

|[A1 U Ay U As| = |Ax] + |As| + |As| — A1 N Ag| —
— |A1 N As| — Ao N As| + |Ay N Ay N Agl.

Teorem 9 (Formula ukljucivanja i isklju€ivanja ili
Sylvesterova formula) Neka su A;, Ao, ..., A, kon-
acni skupovi. Onda vrijedi

AU LU =) A= > JANAl+
i=1 1<i<j<n

+ Y JANANA] — L+ (D" AN LN A

1<i<y<k<n



Opcenitiji problem:

Neka je zadan konacan skup X s N elemenata.
Neka su S (1),...,5(n), neka svojstva koja imaju
neki njegovi elementi. Pretpostavka je da znamo za
svaki element ima li svojstvo S (¢) ili ne. Neki element
moze imati viSe navedenih svojstava.

Oznake:

e V) je broj elemenata iz X koje nemaju ni jedno od
svojstava S (1),...,5 (n);

e V; ., Je broj elemenata iz X Kkoji imaju svojstva
S (i), S (in).-

Teorem 10 (Formula ukljucivanja i iskljucivanja)

No=N-=) Nij+ Y N+t (=1)" N

1<J 1<jg<k

Napomena: Ako je n = 2, tj. ako imamo samo dva
svojstva S (1), S (2), onda je

No=N — (N1 + Ny) + Nio



Primjer: Koliko ima permutacija bez ponavljanja

f skupa {1,2,...,n} takvih da je f (k) # k za sve
k=1,2,...,n? Takve permutacije kod kojih niti jedan
element nije na svom mjestu nazivamo neredima ili
deranzmanima.

6.5 Dirichletov princip

Teorem 11 (Dirichletov princip) Neka je n predmeta
smjesteno u m kutija i n > m. Onda postoji kuija s
barem 2 predmeta.

Teorem 12 Neka je f : A — B funkcijagdjesu Ai B
konacni skupovi i |[A| > |B|. Onda f nije injekcija, ;.
postoje dva razliita elementa a1, a; € A takva da je

fla1) = [(a2).

Teorem 13 (poopceni Dirichletov princip) Neka je
n predmeta smjesteno u m kutija.Onda postoji kuija s
barem || + 1 predmeta.

Teorem 14 Neka je f : A — B funkcija gdje su A i
B konacni skupovi i |A| = n,|B| = m. Onda postoji
element b € A koji je slika barem |1 | + 1 elemenata
iz A.



Primjer: Teorem Neka je zadan kut o € R (u

radijanima) i niz kompleksnih brojeva (a,) dan
rekurzivno sa

i1 = €Va,, ag € S,
gdie je S = {z € C | |2| = 1} jedini¢na kruznica u
kompleksnoj ravnini. Ako je a nesumijerljiv sa 2, {j.
L ¢ Q, onda je niz (a,) gust u S', tj. svaki inrerval
na S! 8irine ¢ > ( sadrzi barem jedan ¢lan niza (a,,) .



