


2.6 Taylorova formula

Teorem 2.11 Neka funkcija f : D — R, D C R™,
ima na nekoj e-kugli K (Tp,;¢) C D, Ty = (2, ..., 2Y,)
neprekidne derivacije do ukljucivo (n + 1)—vog reda,
n > 0, onda za svaku to¢ku T' = (zy,...,x,,) €

K(Ty, ¢) vrijedi Taylorova formula:

£ = £ @+ g (5 (oo o) £ T+t
b (S o) £ @+ R
gdje je
—<1 e)n—i—l P /m | . o n+1
R (1) =S (S (et ) 7 (00,

0<b<1, peN,
Th= (:C?Jrﬁ (xl—x?) L) 40 (azm—x )) € K(T,,e).

Dokaz:




Ostatak R, (T') napisan u obliku (4) nazivamo
Schlomilichov oblik ostatka Taylorove formule.
Za p = 1 dobivamo Cauchijev, a za p = n + 1 dobi-
vamo Lagrangeov oblik ostatka.

Vrijedi

T
im B (St R, (1) = 0),
p—0  p" p—0

gdje je p = [|T — To|| = d(T', Tp) = \/Z(% — 27)%.
1=1

Zbog toga ponekad koristimo, umjesto R, (T'), oz-

naku O (p") (O (p") znadi: ostatak R, (T') brze tezi u
0 nego p"). Ovaj oblik nazivamo Peanov oblik os-

tatka Taylorove formule.

Uocimo: Ako je f diferencijabilna onda je mozemo
zapisati kao

Af(T) =df (T) + O (p)

sto je Taylorova formula za n = 1.



Ako funkcija f : D — R, D C R™, ima na nekoj
e-kugli K(Tp,;¢) € D, Ty = (2, ...,z),) neprekidne

derivacije po volji visokog reda i ako hr%O (p") = 0,
onda Taylorova formula prelazi u Taylorov red

P =5 (8 i ad) o) 50,

n=0 n! 1=1

ili kraCe, uz oznake od prije

f =3 T

n=0 n‘

I

gdje je definiramo

(% (x@ o ZB?) axz) f <T0> = f (T())a
odnosno

d'f (Ty) = f(Ty).



Primjer Razvijmo u Taylorov red oko toCke Tj =
(1, —1) funkciju f (z,y) = e"V.

Uocimo:

e Funkcija f (z,y) = "™ neprekidne derivacije
po volji visokog reda i sve su jednake f ({j.

aayi;;f (z,y) = e"), a u tocki Ty = (1,—1) imaju

vrijednost 1 ({j. 3 ]jf (1,-1) = el =1);

or—xryg=dr=x—1liy—y=dy=y+1
Sada je

Ox
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Uocimo:

sto je



2.7 Lokalni ekstremi

Definicija 3.18 Za funkciju f : D — R, D C R™,
kazemo da ima lokalni maksimum (minimum) u
tocki Ty = (a9,...,2),) € D, ako postoji e-okolina

m

K (Ty,e) C D tocke T} sa svojstvom da je
VT = (21, m0) € K(Ty, ) \ {To}, f(T) < f(Tp).
VT = (21,...,0m) € K(To,e)\{To},  f(T)> f(Tv).)

Funkcija ima lokalni ekstrem u 7 € D, ako u toj
tocki ima ili lokalni maksimum ili lokalni minimum.

Ukoliko je
f(T) < f(Ty), zasvaki T = (xy,...,x,) € D
(f() > f(Ty), zasvakiT = (z1,...,x) € D)

onda kazemo da f ima globalni maksimum
(minimum) u tocki Ty € D.



Primjer Funkcije

filz,y) =2+ 9> i folz,y) = Va2 +y?

imaju minimum (lokalni i globalni) u tocki (0, 0).

Primijetimo da je za prvu funkciju tocka (0, 0, 0) tieme
paraboloida (grafa) i da ona u toj toCki ima parci-
jalne derivacije, a da je za drugu funkciju ta toCka vrh
stoSca (grafa) i da ne postoje parcijalne derivacije u
toj tocci.

Teorem 2.12 (Nuzan uvjet za lokalni ekstrem)
Ako funkcija f : D — R, D C R™, ima u tocki
Ty = (9, ...,2%) € D lokalni ekstrem i ako je u toj

toCki derivabilna, onda je
of
Ty) = 0.
8332( 0)

zasvakiz=1,...,m.

Dokaz:



Uocimo:

e Za diferencijabilnu funkciju f : D — R, D C R™ u
Ty € D, nuzan uvjet je ekvivalentan sa

df (Ty) = 0.

e U tom slucaju tocku 7; nazivamo stacionarna
tocka. (Stacionarna toCka je kandidat za ekstrem!)

Ako je m = 2, geometrijski, uvjet

df (20, 40) =0

znaci da je pripadna tangencijalna ravnina u tocki
(o, Yo, f (x0,y0)) paralelna s XY —ravninom, tj. ima
jednadzbu z = f (zg, yo) -



Dovoljni uvjeti za lokalni ekstrem

Zelimo naéi dovoljne uvjete za postojanje ekstrema
funkcije f : D — R, D C R™ u stacionarnoj tocki
Ty e D.

e Pretpostavimo da postoji e-kugla K(7Ty,e) C D
toCke 1, na kojoj f ima neprekidne druge parcijalne
derivacije i barem jedna od njih je razlicita od 0 u 7y;

e Buduci je 1 stacionarna tocka iz Taylorove formule

za'l € K(1y,¢) dobivamo

d*f (Tp)
21

f(T) = f(To) + +0(p"), p=d(T,T),

| d°f (Ty) # 0.

e Ako je Tj lokalni ekstrem postoji 9-kugla K (T, )
D, < ¢, toCke Tj tako da je da je prirast Af (T)
f(T)— f (Tp) stalnog predznaka, {j. deQ(!TO) + O (p?
stalnog predznaka.

1M

N—"



e Definirajmo funkciju g : K(7y,9) — R danu sa

o= (£ -t 2 1

e Imamo Cetiri mogucnosti:

(f ima lok. minim. u Tp);

i) (VT € K(Ty,0)),9(T) <0
(f ima lok. maks. u Tp);

i) ili (VT € K(Ty,0)),g(T) >0ili (VT € K(Tj,0)),
9(T)<0
(f moze a ne mora imati lok. ekstrem u T} -
potrebni dodatni uvjeti);

iv) ¢ mijenja predznak na K (1y,d), tj. postoje barem
tri toCcke 17, T5, 15 € K(T(), 5) takodaje g (Tl) > (),
g(T1) =0,g (1) <O.

(f nema lok. ekstrem u 1y);



Pokazimo i) i ii) u nesto izmjenjenom obliku.

Teorem 2.13 (Dovoljni uvjeti za lokalni ekstrem)
Neka je funkcija f : D — R, D C R™, dvaput difer-
encijabilna na nekoj e-kugli K(Ty,e) € D. Neka je
T, stacionarnaj tocka 1, € D i neka barem jedna od
drugih parcijalnih derivacija funkcije f ne iSCezava na
K (Ty; e). Ako su sve determinante

0 f O f
0x101 <TO> 7 Ox,01 <TO>
D, = : 5 ,r=1,...,m,
81‘2 82
aanafxr <T0) T 8xr6]?cxr <TO)

e Ako su sve determinante D, > 0, tada je f u tocki
Ty ima lokalni minimum:;

e Akoje D, > (0 za r paran, a D, < 0 za r neparan,
tada je f u tocCki 7T, ima lokalni maksimum.



Specijalno:

e Dovoljni uvjeti za lokalni ekstrem funkcije dvije
varijable: Neka je Ty = (xo,y9) € D stacionarna
toCka dvaput diferencijabilne funkcije f : D — R,
D C R?, i neka barem jedna od drugih parcijalnih
derivacija funkcije f ne iS€ezava na K(Ty;¢) C D.
Neka je

Dy = fi(Ty) - f1(To)— [fo(Ty)] =

vo(L'o) Jay(To)
1 1
xy(TO) Yy (TO>
Tada vrijedi:

-Akoje Dy > 0i f (Ty) > 0, tada je f u toCki Tj ima
lokalni minimum f (Tp) ;

-Akoje Dy > 0i f (Ty) < 0, tada je f u tocki Tj ima
lokalni maksimum f (7j) ;

- Ako je D, < 0, tada f u toCki T, nema ekstrem.

- Ako je Dy = 0 ne mozemo zakljuciti niSta o ek-
stremu. U ovom slucaju mozemo imati ekstrem, ali
| sedlastu toCku. Tu je potrebno daljnje ispitivanje.



e Dovoljni uvjeti za lokalni ekstrem funkcije tri
varijable: Neka je Ty = (xq, yo, z0) € D stacionarna
toCka dvaput diferencijabilne funkcije f : D — R,
D C R?, i neka barem jedna od drugih parcijalnih
derivacija funkcije f ne iS€ezava na K(1y;¢) C D.

Neka je
i T i T i T
by = | Fimy S fi
xz Yz 22
1/ (T()) i <TO> . "
O i Dy = f' (T,
*= | ) 1, m) L

e Akoje D3 >0, Dy > 01i Dy > 0, tada je f u toCki Tj
ima lokalni minimum f (1) ;

e Akoje D3 < 0, Dy >01iD; <0, tada je f u tocki 1j
ima lokalni maksimum f (7p) ;

e U svim ostalim sluCajevima kada je D, # 0, f u
tocki 7y nema lokalni ekstrem;

e Ako je Dy = 0 nema odluke.



Primjer Odrediti ekstreme funkcije
flz,y) =2 +y* — day + 1.
Vrijedi:
fm(x,y):4:c3—4y:4(:€3—y) — 0=z’ =y,
fy(x,y):4y3—4az:4(y3—x) =0=y° =z
Slijedi
—r=x(@—-1)(z+1)(2*+1) (z*+1) =0,

ix1 =0, 290 = 1, x3 = —1 su nultoCke. Stacionarne
toCke su

Tl — <070)7 T2 — (17 1)7 T3 — <_17 _1)
Buduci da je

foo(z,y) = 1227 foy(2,y) = =4, f(2,y) = 1297,

1202 —4

D(x,y) = ‘ 4 122 T 1442y — 16

imamo:



D(0,0) = (144a’y” = 16) |, 1 (0 = —16

| funkcija f u T} nema ekstrem;

D(1,1) = (1442*y*—16) | =128, f,.(1,1) =12

(‘Tay):(lal)
| funkcija f u 15 ima lokalni minimum z,,;, = —1;

D(—1,—1) = (1442°y°—16)| = 128,

(x7y):(_17_1)

foo(—1,—1) =12

| funkcija f u 13 ima lokalni minimum z,,;, = —1.



Prisjetimo se: Ako je f : [a,b] — R neprekidna na
segmentu (zatvorenom intrevalu) |a, b] , onda ona na
tom intervalu poprima (globalnu) minimalnu i maksi-
malnu vrijednost.

Teorem 3.21 Ako je z = f(x,y) neprekidna na
zatvorenom omedenom skupu D C R?, tada postoje
tocke (x1,y1) i (2, y2) u kojima f ima globalni maksi-
mum f (x1,y1) i globalni minimum f (z2, v5) , redom.

Trazenje globalnih ekstrema:

a) Nadu se stacionarne toCke (lokalni ekstremi)
funkcije f i vrijednosti od f u njima;

b) Nadu toCke ekstrema od f na rub od D i vrijednosti
od f u njima;

c) Toc¢ka kojoj pripada najveca vrijednost od f iz a)
i b) je toCka globalnog maksimuma, a tocka kojoj
pripada najmanja vrijednost od f je toCka globalnog
minimuma.



Primjer Odrediti ekstreme funkcije f : D — R

flz,y) =2"+ 9,
gdje je

D:{(x,y):x2+(y—2)2§9}

Vrijedi:
folx,y) =20 =0= 2 =0,
fylw,y) =2y =0=y=0.
Stacionarna tocka je

Ty = (0,0) € D.
Buduci da je

fxm<x7y> — 27 fxy(xay) — 07 fyy(xay) — 27



20

D(O,O):‘O )

‘ =4>0, f.(0,00=2>0
funkcija f u 77 = (0,0) lokalni minimum.
b) Rub od D
0D = {(:C,y) 2 (y —2)° = 9}
Prametrizacija:
r =3cost, y—2=3sint, tel0,2n).
Sada je:
ft) = flz(t),yt)
f(t)=(3cost)’ + (24 3sint)” = 12sint + 13 =

3
flit)=12cost =0 = t=—, —
20 2
(T
Mg : f(§>=—12<0
fi(t) = 1281nt:>{ ) =125 0

T, = (3 cosg, 2 + 3sin g) = (0,5) maks. ruba

3 3
T3 = (3 cos 5,2 + 3sin §> = (0, —1) min. ruba



T=(z,y) |[(z,y)

Ty = (0,0) 0 — globalni minimum
T, = (0,5) 25 = globalni maksimum
Ty=(0,-1)] 1




