


Uocimo: Neka je dana funkcija f : D — R, D C R,
Ty = (:c(l),:cg, ...,a:?n) c D. Uz oznake

AT = (Axy, Axs, ..., Axy,) = (dxy, dxs, ..., dxy,) = dT,
T =T, +dT.
Af(To) (T) = Af(T) = f(T) — f(To) prirastod f u Tp,

iz definicije neprekidnosti slijedi:
Funkcija f : D — R, D C R™ je neprekidna u tocki
T, ako i samo ako njezin prirast prirast u 7j tezi k nuli

fA(T) = f(To) = A (T) — 0,

kad prirasti svih varijabla Ax; = dx;,1 = 1, ..., m, istodobno
teze k nuli, .

Iim Af(T) = ¥ ANFf(T)=0
Jim Af(D) = lim - AF(T)

Teorem 2.3 Ako je funkcija f : D — R, D C R™,
diferencijabilna u 1, € D, onda je i neprekidna u 7.

Dokaz:



Osnovna pravila za diferenciranje, sto smo ih dali za
funkcije jedne varijable, ostaju valjana i za funkcije
viSe varijabla kad god imaju smisla:

Ako su funkcije f i g diferencijabilne u tocki

1o € Dy N D, tada vrijedi:

(i) d\f + pug)(Ty) = Adf (To) + pdg(To);
=g

(i) d(f - g9)(To) = g(To) - df (To) + f(To) - dg(Tv);
(ii) d (g) (1) = L0 <T2<;O§;(TO> d9tTh),
(iv) d(po f)(To) = &' (f(Tv)) - df (To).

Dokaz:

Teorem 2.4 Neka za funkciju f : D — R, D C R™, |
tocku Ty € D, postoji e—kugla K (Tj, ) € D na kojoj
je f derivabilna i neka je f neprekidno derivabila u
toCki 1. Tada je diferencijabilna u 1y,



Primjer 2.3 Funkcija

]

je derivabilna u tockii (0, 0) (postoje ¢;,(0,0), g,(0,0),
9.(0,0) =0, g,(0,0) = 0 - vidjeti Primjer 2.2).

Dakle funkcija g je derivabilna, {j.
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pa je derivabilna i na svakoj e—kugli K ((0,0),¢).
Ispitajmo jesu li funkcije g; i g, neprekidne u (0,0).
Najprije ispitajmo postoiji li

22y

lim ¢ (x,y)= lim
oY) ()=(0.0) (22 + y?)

2

Ukoliko (z,y) — (0,0) ide po putevima koje odreduju
pravci y = kx imamo



2 (kx)’
lim ¢/ (z,y)= lim z (kz)

T— 2
y(i’gl ’ (372 + (k’x)Q)

_ 2k3 2k?
= lim 5= 55
=0 (k24 1) (k2+1)

pa traZzeni limes ne postoji jer za razliCite k£ dobijamo
razliCite vrijednosti.

Dakle, funkcija g nije neprekidno derivabila u tocki
(0,0), pa po Teoremu 2.4, nije diferencijabilna u (0, 0)
(a to smo i direkno pokazali u Primjeru 2.2).



Ako je funkcija f : D — R, D C RR? diferencijabilna
(dakle, i derivabilna) u tocki Ty = (xg,y9) € D, onda
postoje parcijalne derivacije f,(zo,%0) i f,(0, %o)-

Graf funkcije je ploha dana jednadzbom z=f(z,y).
PresjeCcemo li tu plohu ravninom = = x(, odnosno,
y = 19, dobit ¢emo ravninske krivulje I's, odnosno ',
redom.

Sjetimo se da je geometrijske interpretacije parcijal-
nih derivacija f,(zo,%0) i f,(0,%0): to su koeficijenti
smjera tangente ¢; na I';, odnosno tangente ¢, na I'y
u tocki Té = (CIZQ, Yo, Zozf(ilf(), y()))

Jednadzba ravnine II definirane tangentama ¢, i ¢ je
dana sa

II... 2=z = fo(zo,yo) (@ —x0)+ f, (w0, o) (¥ —10)- (4)




U dovoljno maloj okolini tocke T = (xg, yo) , Ova ravn-
ina i ploha dana jednadzbom z=f(x, y), imaju samo
jednu zajednicku toCku T} = (xo, vo, z0=f(z0,%0)),
pa ravninu II danu s (4) nazivamo tangencijalna
ravnina na plohu z = f(x,y) u tocki Ty = (xg, yo) -

Kako je f diferencijabilna u toCki 7;, onda

[z, y)— |:f<x07 Yo) + f;@?o? Yo)dx + f;(aj()? yo)dy]
V(@2 + (dy)’
za (dx,dy) — (0,0), tj. za dovoljno male do = = — z i

dy = y—1 tangencijalna ravnina II dobro aproksimira
plohu danu jednadzbom z=f(x, y), t.

— 0,

fl@,y) = f(xg,y0) + oo, yo) (@ — o) + (0, Yo) (y — o)

= f(xo,v0) + df (z,y).



Sjetimo se da smo kod funkcije jedne varijable imali
da je diferencijal df (z) = f'(x¢)dz, te da smo njega

interpretirali kao prirast do tangente. Po analogiji, to-
talni diferencijal df (x,y) je prirast do tangencijalne
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odnosno

z = —4dx — 2y + 3.

Uvjerimo se da u maloj okolini tocke (1, 1) tangenci-
jalna ravnina dobro aproksimira funkciju. Zaista, u
tocki (1.1,0.95) imamo da je

£(1.1,0.95) = —2(1.1)* — (0.95)* = —3.3225,

2(1.1,0.95) = —4-1.1 —2-0.95+ 3 = —3.3,

| zaista se radi o dobroj aproksimaciji.



Primjer 2.4 Pokazali smo da funkcija
Y
, (x, 0,0
fla,y) = { 2y (Y700

0,  (z,9)=(0,0)

ima parcijalne derivacije f,(0,0) =0, f,(0,0) = 0 pa
je

z= f(0,0)+0(x —0)+0(y —0) = 0.

U ovom slucaju aproksimacija nije dobra . (Npr. f u
toCkama pravca y = = poprima vrijednost f(x,x) = %
Sto je daleko od vrijednosti z(x,z) = 0).). To je zato

Sto f nije diferencijabilna u (0, 0), pa u toj tocki i nema

smisla definirati tangencijalnu ravninu.
Deriviranje slozenih funkcija

Kod derivacije sloZzene funkcije jedne varijable
imamo: Ako je y = f(z)ix = g(t), gdje su f i g difer-
encijabilne funkcije imamo:

dy dy dx
dt dx dt

Sada imamo:



Teorem 2.5 Neka su gbj X — R, X C R™,
7 =1, ...,n, i diferencijabilne u tocki T, € X, a funkcija

f:D—->R, ¢(X)x..x0¢,X)CDCR",

diferencijabilna u tocki My = (¢,(Ty), ..., ¢,,(Tp)) € D.
Tada je dobro definirana kompozicija

= fO (¢17"'7¢n> X _>R7

koja je diferencijabilna u tocki 1} i vrijedi

OF 0 3,
c%z-(TO) =) —f (M) - ai (Ty), i=1,...,m.

Specijalno: Akosuwuw: I — Riv: I — R, I C R difer-
encijabilne funkcijei f : D — R, u(I)xv(l) C D C R?
diferencijabilna funkcija. Tada je dobro definirana
kompozicija

2= fo(u,v): I =R, 2(t)= f(u(t),v(t)), t €1,

koja je diferencijabilna i vrijedi

dz Of dx of dx
- () = o (u(t), v(t)) - — (1) + ay( u(t),v(t)) - —(t),

uz oznake r = u(t), y = v( ), ili krace



dz_@f.der@f.d:E
dt Ox dt Oy dt

Primjer 2.5 Odrediti 2'(0) ako je

z =2y +3zyt i x=sin2t, y = cost.

Vrijedi
dz 4 2 3 :
= (2zy + 3y") (2cos2t) + (2 + 122y°) (—sint).
Kako je z(0) = 0, y(0) = 1 imamo da je
dZ(O) 4
Z’(O) = 7t — [(2$y + 3y )] (2,)=(0,1) [(2 COS Zt)]tzo +

2 3 .
- [(az L2y )} (2,y)=(0,1) (=sint)],_o = 6.
Racun provjeriti deriviranjem funkcije

2(t) = sin? 2t cos t + 3sin 2t cos* .



Neka je z = f (x,y) diferencijabilna funkcija po var-
jjablama x i y, te neka su x = g(u,v) iy = h(u,v)
diferencijabilne funkcije po varijablama u i v, tada je

0z 0z . 8:1: 0z &y
ou Oor Ou &y ou

% 0z 833 0z 83/
dv  dr Ov 5’y v

Dijagram:
/ \,
/ \ / AN
Primjer 2.6 Odrediti % i 8_ slozene funkcije
ou Ov
2 2

z=aY, r=u*"—v", y=e"

0z 0z 83: 0z &g
ou Or 8u 0y ou

=yx¥1(2u) + 2 Inx - (ve") =...

— W (uQ—UQ)euv_l (2u = v’ In (v*—v?) +uvin (u’—v?))



0z 0z 851: 0z 8y

= y—1, —9 Y . uvy _
v Or O @y 7 (=2v) + 2" Inz - (ue™) = ...

_ o (u2—v2)€w—1 (2@ — 4’ In (uQ—fUQ) +uv?In (uQ—fU2))

Primjer 2.7 Ako imamo w = f (z,y, z,t) i * = z(u, v),
y=1y(u,v), 2 = z(u,v) it =t(u,v) onda je:

dw aw'ﬁx ow ay ﬁw.6z+5’w.8t
ou or Ou 8y 8u Jdz Ou Ot OJu

(9_w 8@0.83: ow 8y ow 8z+8w ot
ov Ox Ov (?y (% 0z Ov 0Ot Ov

Dijagram:
//\\
/\ /\ /\/\



Primjer 2.8 Ako je

uw=xty+y*2°, v =rse!, y=rs’e!, z =r’ssint

izraCunati a—u u tocki (r,s,t) = (2,1,0).
S

Pripadni dijagram je

I
/\\/\\/\\

pa je trazena derivacija

Ju  Ju (9:1: ou 5’y ou 0z
ds Or Os 83/ 5’3 0z Os

= 423y - re! + (:C4 + 2yz3) 2rse”! + 3y°2* - r¥sint.
Kako je z(r,s,t) = rse', x(2, 1,0) =2, y(r,s,t) =
rs*e”t, y(2,1,0) = 2, z(r s,t) = r’ssint, 2(2,1,0) =0
imamo

ou(2,1,0)

= (4:272) - (2¢") + (242-2-07) - (2-2-1-e7)

+(3-2%0%) - (2*sin0) = 192.



