


Uo�cimo: Neka je dana funkcija f : D �! R, D � Rm;
T0 �

�
x01; x

0
2; :::; x

0
m

�
2 D: Uz oznake

4T � (4x1;4x2; :::;4xm) = (dx1; dx2; :::; dxm) � dT;

T = T0 + dT;

4f (T0) (T ) � 4f (T ) = f (T )� f (T0) prirast od f u T0;

iz de�nicije neprekidnosti slijedi:
Funkcija f : D �! R, D � Rm je neprekidna u to�cki
T0 ako i samo ako njezin prirast prirast u T0 te�i k nuli

f (T )� f (T0) = 4f (T )! 0;

kad prirasti svih varijabla4xi = dxi; i = 1; :::;m; istodobno
te�e k nuli, tj.

lim
T!T0

4f (T ) = lim
dT!0�(0;:::;0)

4f (T ) = 0

Teorem 2.3 Ako je funkcija f : D �! R, D � Rm;
diferencijabilna u T0 2 D, onda je i neprekidna u T0:

Dokaz:



Osnovna pravila za diferenciranje, �to smo ih dali za
funkcije jedne varijable, ostaju valjana i za funkcije
vi�e varijabla kad god imaju smisla:
Ako su funkcije f i g diferencijabilne u to�cki
T0 2 Df \Dg tada vrijedi:

(i) d(�f + �g)(T0) = �df(T0) + �dg(T0);

(ii) d(f � g)(T0) = g(T0) � df(T0) + f (T0) � dg(T0);

(iii) d
�
f

g

�
(T0) =

g(T0) � df(T0)� f (T0) � dg(T0)
g(x0)2

;

(iv) d(' � f )(T0) = '0(f (T0)) � df(T0):

Dokaz:

Teorem 2.4 Neka za funkciju f : D �! R, D � Rm; i
to�cku T0 2 D, postoji "�kugla K (T0; ") � D na kojoj
je f derivabilna i neka je f neprekidno derivabila u
to�cki T0: Tada je diferencijabilna u T0:



Primjer 2.3 Funkcija

g : R2 ! R; g(x; y) =

(
x2y
x2+y2 ; (x; y) 6= (0; 0)
0; (x; y) = (0; 0)

,

je derivabilna u to�ckii (0; 0) (postoje g0x(0; 0), g0y(0; 0);
g0x(0; 0) = 0, g0y(0; 0) = 0 - vidjeti Primjer 2.2).

Dakle funkcija g je derivabilna, tj.

g0x : R2 ! R; g0x(x; y) =

(
2xy3

(x2+y2)2
; (x; y) 6= (0; 0)

0; (x; y) = (0; 0)
,

g0y : R2 ! R; g0y(x; y) =

(
x2(x2�y2)
(x2+y2)2

; (x; y) 6= (0; 0)
0; (x; y) = (0; 0)

;

pa je derivabilna i na svakoj "�kugli K ((0; 0) ; ") :
Ispitajmo jesu li funkcije g0x i g0y neprekidne u (0; 0):
Najprije ispitajmo postoji li

lim
(x;y)!(0;0)

g0x(x; y) = lim
(x;y)!(0;0)

2xy3

(x2 + y2)2

Ukoliko (x; y) ! (0; 0) ide po putevima koje odred̄uju
pravci y = kx imamo



lim
(0;0)

y=kx

g0x(x; y)= lim
x!0

2x (kx)3�
x2 + (kx)2

�2
= lim
x!0

2k3

(k2 + 1)2
=

2k3

(k2 + 1)2
;

pa tra�eni limes ne postoji jer za razli�cite k dobijamo
razli�cite vrijednosti.

Dakle, funkcija g nije neprekidno derivabila u to�cki
(0; 0); pa po Teoremu 2.4, nije diferencijabilna u (0; 0)
(a to smo i direkno pokazali u Primjeru 2.2).



Ako je funkcija f : D �! R, D � R2 diferencijabilna
(dakle, i derivabilna) u to�cki T0 � (x0; y0) 2 D, onda
postoje parcijalne derivacije f 0x(x0; y0) i f 0y(x0; y0):

Graf funkcije je ploha dana jednad�bom z=f (x; y).
Presje�cemo li tu plohu ravninom x = x0; odnosno,
y = y0; dobit ćemo ravninske krivulje �2, odnosno �1;
redom.

Sjetimo se da je geometrijske interpretacije parcijal-
nih derivacija f 0x(x0; y0) i f 0y(x0; y0): to su koe�cijenti
smjera tangente t1 na �1; odnosno tangente t2 na �2
u to�cki T 00 � (x0; y0; z0=f (x0; y0)).

Jednad�ba ravnine � de�nirane tangentama t1 i t2 je
dana sa

� ::: z�z0 = f 0x(x0; y0)(x�x0)+f 0y(x0; y0)(y�y0): (4)

x
y

α β

z=f(x,y)

(x0,y0)

tx0z Γ1

Γ2

0
ty



U dovoljno maloj okolini to�cke T0 � (x0; y0) ; ova ravn-
ina i ploha dana jednad�bom z=f (x; y); imaju samo
jednu zajedni�cku to�cku T 00 � (x0; y0; z0=f (x0; y0)) ;
pa ravninu � danu s (4) nazivamo tangencijalna
ravnina na plohu z = f (x; y) u to�cki T0 � (x0; y0) :

Kako je f diferencijabilna u to�cki T0 onda

f (x; y)�
h
f (x0; y0) + f

0
x(x0; y0)dx + f

0
y(x0; y0)dy

i
q
(dx)2+ (dy)2

! 0;

za (dx; dy)! (0; 0) ; tj. za dovoljno male dx = x�x0 i
dy = y�y0 tangencijalna ravnina � dobro aproksimira
plohu danu jednad�bom z=f (x; y), tj.

f (x; y) � f (x0; y0) + f
0
x(x0; y0)(x� x0) + f

0
y(x0; y0)(y � y0)

= f (x0; y0) + df(x; y):



Sjetimo se da smo kod funkcije jedne varijable imali
da je diferencijal df(x) = f 0(x0)dx; te da smo njega
interpretirali kao prirast do tangente. Po analogiji, to-
talni diferencijal df (x; y) je prirast do tangencijalne
ravnine

df(x,y)

∆f(x,y)

(x,y)

y
x

(x+dx,y+dy)

x

y

z

Primjer 2.3 Odredimo jednad�bu tangencijalne rav-
nine na plohu zadanu funkcijom

f (x; y) = �2x2 � y2

u to�cki T0 = (1; 1;�3):

Kako je f 0x(x; y) = �4x; f 0y(x; y) = �2y; imamo da je

f 0x(1; 1) = �4 i f 0y(1; 1) = �2:

Jednad�ba tangencijalne ravnine glasi

z + 3 = �4(x� 1)� 2(y � 1);



odnosno

z = �4x� 2y + 3:

Uvjerimo se da u maloj okolini to�cke (1; 1) tangenci-
jalna ravnina dobro aproksimira funkciju. Zaista, u
to�cki (1:1; 0:95) imamo da je

f (1:1; 0:95) = �2(1:1)2 � (0:95)2 = �3:3225;

z(1:1; 0:95) = �4 � 1:1� 2 � 0:95 + 3 = �3:3;

i zaista se radi o dobroj aproksimaciji.



Primjer 2.4 Pokazali smo da funkcija

f (x; y) =

( xy

x2 + y2
, (x; y) 6= (0; 0)

0, (x; y) = (0; 0)

ima parcijalne derivacije fx(0; 0) = 0; fy(0; 0) = 0 pa
je

z = f (0; 0) + 0(x� 0) + 0(y � 0) = 0:

U ovom slu�caju aproksimacija nije dobra . (Npr. f u
to�ckama pravca y = x poprima vrijednost f (x; x) = 1

2
�to je daleko od vrijednosti z(x; x) = 0):). To je zato
�to f nije diferencijabilna u (0; 0); pa u toj to�cki i nema
smisla de�nirati tangencijalnu ravninu.

Deriviranje slo�enih funkcija

Kod derivacije slo�ene funkcije jedne varijable
imamo: Ako je y = f (x) i x = g(t); gdje su f i g difer-
encijabilne funkcije imamo:

dy

dt
=
dy

dx
� dx
dt

Sada imamo:



Teorem 2.5 Neka su �j : X ! R, X � Rm,
j = 1; :::; n; i diferencijabilne u to�cki T0 2 X; a funkcija

f : D ! R; �1(X)� :::� �n(X) � D � Rn;

diferencijabilna u to�ckiM0 � (�1(T0); :::; �n(T0)) 2 D.
Tada je dobro de�nirana kompozicija

F � f � (�1; :::; �n) : X ! R;

koja je diferencijabilna u to�cki T0 i vrijedi

@F

@xi
(T0) =

nP
j=1

@f

@yj
(M0) �

@�j
@xi
(T0); i = 1; :::;m:

Specijalno: Ako su u : I ! R i v : I ! R; I � R difer-
encijabilne funkcije i f : D ! R, u(I)�v(I) � D � R2
diferencijabilna funkcija. Tada je dobro de�nirana
kompozicija

z � f � (u; v) : I ! R; z(t) = f (u(t); v(t)); t 2 I;

koja je diferencijabilna i vrijedi

dz

dt
(t) =

@f

@x
(u(t); v(t)) � dx

dt
(t)+

@f

@y
(u(t); v(t)) � dx

dt
(t) ;

uz oznake x = u(t); y = v(t); ili kraće



dz

dt
=
@f

@x
� dx
dt
+
@f

@y
� dx
dt
:

Primjer 2.5 Odrediti z0(0) ako je

z = x2y + 3xy4 i x = sin 2t; y = cos t:

Vrijedi

dz

dt
=
�
2xy + 3y4

�
(2 cos 2t) +

�
x2 + 12xy3

�
(� sin t):

Kako je x(0) = 0; y(0) = 1 imamo da je

z0(0) =
dz(0)

dt
=
��
2xy + 3y4

��
(x;y)=(0;1)

[(2 cos 2t)]t=0+

+
��
x2 + 12xy3

��
(x;y)=(0;1)

[(� sin t)]t=0 = 6:

Ra�cun provjeriti deriviranjem funkcije

z(t) = sin2 2t cos t + 3 sin 2t cos4 t:



Neka je z = f (x; y) diferencijabilna funkcija po var-
ijablama x i y, te neka su x = g(u; v) i y = h(u; v)
diferencijabilne funkcije po varijablama u i v; tada je

@z

@u
=
@z

@x
� @x
@u
+
@z

@y
� @y
@u

@z

@v
=
@z

@x
� @x
@v
+
@z

@y
� @y
@v
:

Dijagram:

u

x

z

v u v

y

Primjer 2.6 Odrediti
@z

@u
i
@z

@v
slo�ene funkcije

z = xy; x = u2 � v2; y = euv:

@z

@u
=
@z

@x
�@x
@u
+
@z

@y
�@y
@u
=yxy�1�(2u) + xy lnx � (veuv) =:::

= euv
�
u2�v2

�euv�1 �
2u� v3 ln

�
u2�v2

�
+u2v ln

�
u2�v2

��
;



@z

@v
=
@z

@x
�@x
@v
+
@z

@y
�@y
@u
= yxy�1�(�2v) + xy lnx � (ueuv) = :::

=� euv
�
u2�v2

�euv�1 �
2v � u3 ln

�
u2�v2

�
+uv2 ln

�
u2�v2

��
Primjer 2.7 Ako imamo w = f (x; y; z; t) i x = x(u; v),
y = y(u; v); z = z(u; v) i t = t(u; v) onda je:

@w

@u
=
@w

@x
� @x
@u
+
@w

@y
� @y
@u
+
@w

@z
� @z
@u
+
@w

@t
� @t
@u

@w

@v
=
@w

@x
� @x
@v
+
@w

@y
� @y
@v
+
@w

@z
� @z
@v
+
@w

@t
� @t
@v
:

Dijagram:

u

x

w

v u v

y

u v

z

u v

t



Primjer 2.8 Ako je

u = x4y + y2z3; x = rset; y = rs2e�t; z = r2s sin t

izra�cunati
@u

@s
u to�cki (r; s; t) = (2; 1; 0):

Pripadni dijagram je

x

u

y z

r tsr ts r ts

pa je tra�ena derivacija

@u

@s
=
@u

@x
� @x
@s
+
@u

@y
� @y
@s
+
@u

@z
� @z
@s
=

= 4x3y � ret +
�
x4 + 2yz3

�
� 2rse�t + 3y2z2 � r2 sin t:

Kako je x(r; s; t) = rset; x(2; 1; 0) = 2; y(r; s; t) =
rs2e�t; y(2; 1; 0) = 2; z(r; s; t) = r2s sin t; z(2; 1; 0) = 0
imamo

@u(2; 1; 0)

@s
=
�
4 � 23�2

�
�
�
2e0
�
+
�
24+2 � 2 � 03

�
�
�
2 � 2 � 1 � e�0

�
+
�
3 � 22�02

�
�
�
22 sin 0

�
= 192:


