


Glatka ploha i njena plostina

Definicija 5.9 Neka je u R? dan pravokutni koordi-
natni sustav (O; 7, 7, ?) . Skup S C R? nazivamo
plohom ako za svaku toCku T, € S postoje otvorena
okolina V' C R? od Ty, otvoreni skup U C R? |
preslikavanje

g:U—R

takvi da je z = g(z,y), (x,y) € U, jednadzba pres-
jeGnoga skupa S N V. Jednostavnije re¢eno: S C R?
nazivamo plohom ako je lokalno dio grafa neke
funkcije.

Reci ¢emo da je ploha S glatka (u tocki 7, =
(%0, Y0, %0), 20 = g(0, o)) ako je pripadna funkcija g
diferencijabilna (u toCki (g, yo)).

(Drugim rijeCima, ploha S' je glatka Cim u svakoj svojoj
tocki T' € .S dopusta tangencijalnu ravninu.)



Ako se za cijelu plohu S moze naci jedno pre-
slikavanje

g:D—R, DCcCR?

tako da njegova suzenja udovoljavaju Definiciji 5.9,
onda se

z=g(x,y), (z,y)€ D,
naziva eksplicithom jednadzbom plohe §S.

Neka je G : V — R derivabilna funkcija na otvognom
skupu V' C R? sa svojstvom grad G(z,y,z) # 0 u
svakoj tocki (z,y, z) € V. Tada je skup

S={(z,y,2) e V| Glz,y,2) =0} CR’
glatka ploha. Pritom je, u svakoj tocki, gradijent
grad G(z, y, 2) = { 3¢, 92, 9¢ |

Y (z.y,2)

okomit na tangencijalnu ravninu, sto odmah daje
jednadzbu pripadne tangencijalne ravnine.




Primjer
e Preslikavanjem
g R*=R, g(r,y)=2"+¢",

je zadana glatka ploha (paraboloid) dana Cija je
eksplicitna jednadzba

y=2"+y’, (z,y) € R%.

e Neka je
G R*—=R, Glr,y,2)=a*+y* +2* — 1.

Tada je skup
S={(z,y,2) eR’ | 2* +9y*+2* =1} CR’

ploha. Ta ploha je glatka jer je za svaku toCku
(,y,2) €S

grad G(x,y, z) = {2x,2y,2z} # 0.

Napomena: Ovdje je S sfera, tj. ploha koja je unija
dvije plohe 57 i 5] Cije su eksplicitne jednadzbe




U nekim razmatranjima i primjenama javljat ¢e se
plohe poput ovih:

UoCavamo da se radi o plohi S sastavljenoj od kon-
acno glatkih ploha S5i,..., S, tako da u tockama
"spojnih Kkrivulja” ne postoje tangencijalne ravnine (ni
normale).

Za takve plohe kazemo da su po dijelovima glatke.
Pokazuje se da je skup svih toCaka takve plohe u ko-
jima nema normale "plostinski zanemariv” pa cemo
ga u nasim razmatranjima o ploSnom integralu smjeti
zanemarivati.

Da bismo definirali plohinu plostinu polazimo od pret-
postavke da je plostina paralelograma ] odredenoga
vrhovima 7;,1=1,2,3.4

P(O) = ‘TlT; x TlT;‘

Neka je, u danom pravokutnom koordinatnom sustavu
( — — —

0 7.7, k),Ti:(aEi,yi,zi),i: 1.2,3.4.



Buduci da taj paralelogram lezi u ravnini zadanoj
jednadzbom

Z— 21 :p(x—x1)+q(y—y1),

to je
— — —

7 J k
P<D>: To — X1 Yo — Y1 22— %1
Ty —T1 Yg — Y1 24 — 21

— — -

7 ] k
— || T2 — &1 Y2 — Y1 p<372 — 33‘1) T Q(?Jz — yl)
ry—x1 Ys — Y1 plry —x1) + q(ys — y1)

Lo — X1 Y2 — U1
Ty — X1 Yg— U1

= VP +¢@+1-P(0),

gdje je [ (takoder paralelogram, s vrhovima 7},
1 = 1,2, 3,4) okomita projekcija paralelograma [ u
XY -ravninu.




Naime,

P() = |T1’T;’ x TIT!

— — -
1 ] k
To—2x1 Yo—y1 0 || =
T4 —T1 Ya—y1 0

Ty —T1 Y2 — Y1
Ty — L1 Yg — X1

Neka je z = g(z,y), (z,y) € D C R?, eksplicitna jed-
nadzba glatke plohe S. UoCimo bilo koji pravokutnik
[1" C D pa promatrajmo dio S’ dio plohe S Sto se
okomito projicira na [’

Podijelimo [’ usporednicama s x- i y-osi na vise

"malih" pravokutnika [, i = 1,--- ,n, j = 1,---m.

To ¢e uvjetovati odgovarajucu podjelu od S’ na viSe
"malih" ploha S!., od kojih je svaka odredena suzen-

/
ij?

1)?

jem funkcijegnall.,2=1,--- ,n.




Oznacimo s [J;; "mali" paralelogram koji lezi u tangen-
cijalnoj ravnini na plohu S u tocki (z;, y;, g(xi,y;)) €
ng koji se okomito projicira na "mali" pravokutnik D;j.

"Mali" paralelogram L];; i "mala” ploha ng imaju pri-
blizno jednaku povrSinu, naravno, pretpostavljajuci
dovoljno sitnu podjelu pravokutnika [7'.

Zato za pripadnu povrSinu uzimamo (priblizno)

P(S) =Y Y P(S)~> > POy =

i=1 j=1 i=1 j=1
n m

D) WV ETETCH
i=1 j=1

Buduci da je P(L1;) = Ax; - Ay, pri Cemu su Az,
i Ay; razmaci izmedu odgovarajucih susjednih us-
porednica, to je

P(S) = Y S 140+ @ Ay Ay,

i=1 j=1

L 89(%’7%’) R 89(%,%‘)
Pij = —az 4 = gy -




Sjecajuci se definicije odredenog integrala skalarne
funkcije, uoCavamo da se na desnoj strani pojavila in-
tegralna suma skalarne funkcije

2
836 dg(x,
xy,_>\/ g y (g((?yy))’

pa ima smisla odredeni integral

[ )

smatrati povr§inom plohe S’. Jasno je sada da se to
smije proSiriti preko D na S.

Dakle, ako je z = g(z,y), (x,y) € D, eksplicitna jed-
nadzba glatke plohe S, tada je

2
1= ff v ()" ()

njezina povrsina.




Definicija 5.10 Neka je ¢ : X — R, X C R?
diferencijabilna funkcija, a D C X zatvoreno po-
drucje omedeno po dijelovima glatkom jednostavno
zatvorenom krivuljom. Neka je S ploha zadana jed-
nadzbom z = g(z,y), (z,y) € D. Tada njezinu
plostinu definiramo kao broj

P(S) = //D\/1+ (8ggz;,y)>2+ (aggljy’y))dedy.

Primijetimo da u sluCaju konstantne funkcije
g(x,y) =c € RnaD dobivamo S = D i

P(D) = //D dzdy,

sto se slaze s prije poznatom formulom.

Ako ploha S nije glatka, ali ju se moze rastaviti po
dijelovima glatkim krivuljama na konacno mnogo "dis-
junktnih" glatkih ploha Si,--- .5, onda je njezina
povrsina zbroj

P(S)=P(S1)+---+ P(S,).



U sluc€aju plohe S, $to se okomito projicira na podrucje
D, implicitno zadane jednadzbom G(z,y, z) = 0, for-
mula za ploStinu prelazi u

8G (x y z) 8G(:U,y,z)) 2 + (aG(xayaz)) ’
i " ed
‘8G(§,y72) v

pri cemu naznacene parcijalne derivacije treba
iskazati funkcijama od z i y.

Napokon, formaliziramo li P(.S) = // dS, smijemo
D

reci da je

dS = \/1 4 (aggz; y>>2+ (agg;’ y))2dazdy

infinitezimalni plostinski element. (Strogo, bolje bi
bilo pisati dP(S) umjesto dS!).




Plosni integral prve vrste

Definicija 5.11 Nekaje f : X — R, X C R’
neprekidna funkcija (skalarno polje), a S C X
glatka ploha zadana jednadzbom 2z = g¢g(z,y),
(z,y) € D C R? na zatvorenom podrucju D
omedenom po dijelovima glatkom jednostavno
zatvorenom krivuljom. Tada dvostruki integral

oo () - ()

nazivamo plosnim integralom prve vrste skalarnoga
polja f po plohi S i oznaCujemo ga s

Jf

(Primijetimo da je oznaka u skladu s prethodnim
razmatranjem.)




Primjer 1 IzraCcunati povrSinu dijela stozaste plohe
y = 2 — V% + 2?2 koji je odreden uvjetom 1 < y < 2.

Slika 1.

Ploha S ("privilegirana" y-0s) i njena projekcija D
(krug 2% + 2% < 1) na zz-ravninu prikazani su na Slici

1.
Treba izraCunati

2 2 2 2 2 2
P(S) = / / \/ L (2 (2 g,
D

o= [ () + () -

/ Vodadz =2 / / drdz =v/2P(D) =/2r.
x2422<1 r2+22<1




Primjer 2 lzraCunajmo plosni integral prve vrste

/ fdS, ako je
S
flay,z) =2 +y+z,

a S dio jedini¢ne sredisnje sfere u |. oktantu .
Buduci da je

S..z = glz,y) = /1—2% — ¢
(x,y) € D{giii@
y
L
to je
Og(x,y) _ —




pa je

(52 (52 gy

Prema tomu,

//Sde://D<x+y+\/1—x2—y2) \/1_;_Q2d:cdy

polarne koordinate

1
pcos @+ psinp+4/1 — p2) pdpdp =
//D ( V1 - p?

PP



Napomena:

(i) Aproksimiramo li plohu S tvarnim objek-
tom kojemu je "debljina zanemariva prema duzini i
Sirini” (tkanina, tanka koza, tanki lim ili sl.) gustoce
f(x,y, z), onda pripadni plosni integral prve vrste
mjeri masu toga objekta.

(if) Ako je ploha S po dijelovima glatka i sas-
tavljena od konac¢no mnogo glatkih ploha 5,--- , 5,
onda se njezin plosni integral prve vrste definira kao
pripadni zbroj, {j.

//Sde://kqlfds+...+//Snde.

Na kraju navedimo ociglednu linearnost plosnog inte-
grala prve vrste:

Teorem 5.11 Neka su f,g : X — R, X C R’
neprekidne funkcije, S C X po dijelovima glatka
plohai A\, 1 € R. Tada je

//S()\er,ug)dS:)\//SdenLu//SgdS.



Plosni integral druge vrste

Kao §to smo uveli dvije vrste poopcenja (jedno za
skalarno, a drugo za vektorsko polje) odredenog inte-
grala na integral po krivulji, tako uvodimo i dvije vrste
poopcenja dvostrukog integrala na integral po plohi:

e Integral skalarnog polja po plohi smo definirali kao
plosni integral prve vrste;

e Sada ¢emo definirati integral vektorskog polja po
plohi.

Sliéno slucaju krivuljnog integrala vektorskog polja
(po usmjerenoj krivulji), ovdje treba definirati pojam
usmjerene plohe. Strogo definiranje toga pojma je
komplicirano, pa c¢emo kratko i jednostavno, samo
pojasniti o cemu se radi.

Usmjerenu plohu ¢emo definirati pomocu njezinih us-
mjerenih tangencijalnih ravnina, a usmjerenu ravninu
pomocu njezinih normalnih vektora.

U tu svrhu najprije uocimo da ravnina ima dvije
strane od kojih je jedna odredena skupom svih
(jedini¢nih) normalnih vektora 7y, a druga skupom
svih —Wo.



1.slika

Odabirom jedne od tih strana, tj. ili svih 77 ili svih
—7, odabrano je jedno od dvaju (neprekidnih) usm-
jerenja (ili orijentacija) promatrane ravnine.
(MjeSoviti odabir bi tvorio neko "prekidno usmjere-
nje”!).

Reci cemo da je glatka ploha S usmjerena (ili ori-
jentirana) ako joj je usmjerena svaka tangencijalna
ravnina i pritom je to "usmjeravanje neprekidno’, tj.
opisno govorece, u bliskim toCkama su bliski i pri-

padni normalni vektori.

Drugim rijeCima, ploha S je (neprekidno) usmjerena
ako ima dvije strane i jedna od njih je odabrana.
Smijemo zamisliti da svako (neprekidno) usmjerenje
tvore svi jedinicni normalni vektori Sto "izlaze” iz
odabrane strane. Pojmovi su ilustrirani slikom 1.



2.slika

e Ako ploha S nije glatka ali je po dijelovima glatka,
zahtijevamo (neprekidnu) usmjerenost svakoga
glatkog dijela i njihovu medusobnu suglasnost, tj.
pripadnost svih normalnih vektora tocno jednoj
strani te plohe (v. Slika 2. (a) ). (Nepostojanje
normalnih vektora u toCkama ”"spojnih krivulja”
zanemarujemo!)

e Poseban slucaj jesu jednostavno zatvorene plohe
(sfera, rub geometrijskog tijela). Buduci da one,
oCito, imaju dvije strane, vanjsku i unutrasnju,
tako in i usmjerujemo, tj. ili skupom svih vanjskih
jedinicnih normalnih vektora ili skupom svih onih
unutrasnjih (v. Slika 2.(b)).



3.slika

Primjer 3 Mobiusova vrpca je primjer glatke plohe
koja se ne moze (neprekidno) usmijeriti.

Promatrajmo pravokutnik ABC'D pa mu zalijepimo
stranicu AD sa stranicom B(C'i to tako da smo BC
"preokrenuli” i identificirali C's Ai B s D. Dobit cemo
plohu, tzv. Mobiusovu vrpcu.

Pokazimo da Mobiusova vrpca nije usmjeriva ploha!

e Odaberimo bilo koju njezinu toCku T} i u njoj nor-
malni vektor 7y pa "krenimo kroz njezine normalne
vektore u kontinuirani obilazak™ po naznacenoj
(crtkanoj) jednostavno zatvorenoj krivulji.

e VrativSi se u polaznu tocku 1 pojavit ¢e se normalni
vektor — 7. Primijetimo da pritom nismo napustali
"odabranu stranu” te plohe (ij. nismo prelazili preko
ruba), a na kraju-pocCetku smo se nasli na "drugoj
strani”. To, zapravo, znaCi da Mobiusova vrpca ima
samo jednu stranu.



Napomena: Promatrati samo po dijelovima glatke
usmjerene plohe. Pritom, ako je ploha S zadana
jednadzbom z = g(x,y), (z,y) € D C R, jedno usm-
jerenje odreduje izbor jedinicnih normalnih vektora

— — —
—%ﬁ’y)i—%?j—l—k

R
n O(xv y) — 5 27
\/1+ (69((9?1/)) n (89((99;@/))

a drugo usmjerenje je onda dano vektorima
—ﬁ0($7y>

Plohu S usmjerenu vektorima 7'y(z,y) oznaujemo
Y% ¥
sa S, a u drugomu slucaju - sa S.

Ako je ploha S jednostavno zatvorena, njezino usm-
Jerenje vanjskim normalnlm vektorima oznacCujemo

sa S a unutrasnjima - sa S

Napokon, ponekad ¢emo koristiti i oznaku d? za

oz, y)dS i — 7odS.



Definicija 5.12 Neka je W/ = {w,, w,, w.)} : X —
R3, X C R3, neprekidna funkcija (vektorsko polje), a
z = g(z,y), (x,y) € D C R? jednadzba usmijerive
glatke plohe S C X, pri Cemu je D zatvoreno po-
drucje rub kojega je po dijelovima glatka jednostavno
zatvorena krivulja.

Tada dvostruki integral

dg dg
//D (—wxﬁx wyay+wz) (,y, 9(x,y))dxdy

nazivamo plosnim integralom druge vrste vek-
5%
torskoga polja w po usmijerenoj plohi S i ozna&ujemo

S
//ﬁ-d? il / o - T odS.
S S

Primijetimo da su oznake posve u skladu s definici-
jom jer je

2 2
ds = \/ 1+ (—39(%”) + (—@gg;w) drdy i

_ Og(zy)
ox

R
n O(wa y) — 2 5 .
\/1 n (89%34)) n (8géa?r/,y)>

)




Spomenimo da se plosni integral druge vrste

//m is

u fizici naziva tokom (ili fluksom) vektorskoga polja
W kroz plohu S.

U sluCaju usmjerene po dijelovima glatke plohe 5,
sukladno sastavljene od usmjerenih glatkih ploha

St1, -+, 5, odgovarajuci plosni integral druge vrste
definiramo kao pripadni zbroj, tj.

//w d?dﬁf/mW-d§+---+/ﬁﬁ-d§
51 Sn

Za plosni integral druge vrste vrijedi ovaj teorem:

Teorem 5.13 Neka su w, v : X — R3 X C R?,
neprekidne vektorske funkcije, S € X usmjeriva po
dijelovima glatka plohai A, ; € R. Tada je:

1)/ﬁw-d§:—/ﬁﬁ-d§;
S S



2) /ﬁ(Aﬁ+u7)-d§ — A//ﬁ-d?w//ﬁ-ﬁ.
S S S

Napomena: Pridodajemo jos jedan zapis ploSnog in-
tegrala druge vrste. Zadamo li, formalno, jediniCne
normalne vektore na S pomocu njihovih smjerovnih
kosinusa,

— g — -
nog= 1 cosa+ j cos B+ k cosy = {cosa, cosf, cosv},

pripadni plosni integral druge vrste ima zapis

//gﬁd? = //S(wxcosonrwycosﬁ+wzcosv)dS:

/ﬁ w,dydz + wydzdr + w.dxdy.
S

U svezi s tim, podsjetimo na joS jedno definiranje
ploSnog integrala druge vrste.



Neka su dane neprekidne skalarne funkcije
PQ,R:X —-R, XCR?

i dvostrana ploha S C X, te neka
= {cosa, cosf3, cosvy}

oznacuje jedinicni normalni vektor na odabranu
stranu S* plohe S u bilo kojoj to¢ki. Tada se pripadni
ploSni integral druge vrste "definira” kako slijedi:

// Pdydz 4+ Qdzdx + Rdxdy =
S+

— //(Pcosoz+@cosﬁ+Rcos*y)dS.
S

(UoCimo da na desnoj strani stoji plosni integral prve
vrste!)

Napomena: Ako je usmjeriva glatka ploha S zadana
jednadzbom 2z = g(zx,y), (x,y) € D C R, onda us-
mjerenje odreduje jedan od jedinicnih normalnih
vektora



_Oglzy) 7 59(

y)
) 7+ P
:l:ﬁ()(-?f, y) = 2 9 9
\/1+ (5‘9(5;@) n (5‘9((9:;,?1))
Buduci je
1
cosvy = =+ > >
\/1+ (39((9?9)) n (39%,?;))
onda je
g9 — dxdy |
[cos |
paje

// Pdydz + Qdzdx + Rdxdy =
S+

— //(PCOS@+Q0086+RCOS’}/)CZS =
S

dxdy

cosy|

// COS COS@ R COS 7Y \dady

cos] |COSW| [cos |

// (Pcosa+ Qcos 3+ Rcosvy)
D




Primjer 4 IzraCunajmo plosni integral druge vrste

// w2dydz + y*dzdr + 2*dxdy,
S+

pri Eemu je ST "vanjska” strana "desne” polusfere

S sredidnje sfere zadane jednadzbom z?+y%+22 = a®.

4. slika

Rastavimo "desnu” polusferu S na dvije plohe,
S =51U.S5y, gdje je

S192...212 = 12 = +/a% — 22 — 2,

—a<zxz<a

({E’y)ED”'{OSySM'

Buduci da je S* "vanjska strana”, to je ST = S; U S,
pa po Teoremu 5.13 slijedi



// W-dS = ﬁﬁ-d§+/ﬁﬁ-d§
S+ St S
:/mﬁ-dg—/ﬁﬁ-dg.
Sl 52

Trazene parcijalne derivacije jesu

0912(7,y) _ ¥z

ox \/a2 2 y2’
0g12(2,y) _ Fy

oy \/a2 2 _ yz

Time smo pripremili sve za za izracunavanje. Dakle,
/ / w2 dydz + y*dzdr + 22dxdy =
S+

= // (2 cos ay + y* cos By + 2% cosy;)dS—
S

// (2% cos avg + 3 cos By + 2% cos ¥y)dS
S



2 2
- / / - +y° 4 dxdy =
\/a? — 2 \/aQ — a2 — 2
polarne koordinate 2p° cos® gO 2p°sin®
= \/— Ja pdpde

T a 4 4
, p dp Ta

:2/ cos’ ¢ + sin® ¢ dp=--+ = —.
0 <( ) 0 \/a®— p? 2

(IzraCunajte ovaj plosni integral druge vrste ne ras-
tavljajuci plohu S'

Uputa: Odabere i se Y-o0s "poviastenom”, S dopusta
eksplicitnu jednadzbu y = h(z, x).)



Ostrogradski - Gaussova formula

Ovdje ¢emo povezati trostruki integral po podrucju
V' C R? s plosnim integralom druge vrste po njegovu

usmjerenu rubu 0V
Teorem 5.14 (Teorem o divergenciji) Neka je
WX >R XCR’

neprekidno diferencijabilno vektorsko polje,a V' C X
zatvoreno podrucje omedeno po dijelovima glatkom

jednostavno zatvorenom plohom S = 90V us-
mjerenom vanjskim normalama. Tada vrijedi
Ostrogradski-Gaussova formula

///Vdivﬁd\/://a?/w.dﬁ (Z//Wﬁ-ﬁodb*).

Napomena: Cesto se Ostrogradski-Gaussova for-
mula zapisuje pomocu skalarnih funkcija. Neka su

PO R:X —R

neprekidno derivabilne funkcije na okolini X
zatvorenog podrucja V' C R?, rub OV kojega je



po dijelovima glatka jednostavno zatvorena ploha.

Tada je
/// (8P c?Q aR)dxdydz—
0z

— // (Pcosa+ @QcosfB+ Rcosy)dS,
1%

gdje su cos a, cos (3, cosy smjerovni kosinusi vanjske
normale na plohu 0V’

Primjer 5 |zraCunajmo plosni integral druge vrste

/ ﬁ widydz + y dzdr + 2> dxdy
5

¥
po sferi S ... 2% + y* + 2° — a* = 0 usmjerenoj van-
jskim normalama.
Imamo da je

/ﬁ w3dydz + ydzdr + 2 dedy = /ﬁ w - d?,
s s

pri ¢emu je W = {w,, w,, w.}, w.(r,y,2) = 23,

wy(r.y.2) =y’ i w,(z,y,2) = 2°, te da smijemo primi-
jeniti Teorem o divergenciji. Prema tomu,



/ﬁ w3 dydz + yidzdr + 2 dedy = /ﬁ w-dS -
- S

/ / / div @dV = / / / (32" + 3y + 32%) dwdydz =
v 14
sferne koordinate _ /// 3r? . rlgin @ - drdfdy =
V;

Op

o a 12ma’
3/ (/ (sin@/ 7’4d7“) d9) dp=---= 77@.
0 0 0 ’




Stokesova formula

Sjetimo se Greenove formule

// (5’@ — aP) dxdy = %ﬂ Pdx + Qdy
p\dz 0Oy oD

kojom se dvostruki integral po ravninskom podrucje

D prevodi na krivuljni integral druge vrste po njegovu
rubu. Stavimo li W = {P, Q}, dobivamo njezin vek-
torski zapis:

// (I‘ot @)?) dzdy = ¢ w-dr (: W-?Od:s)
D oD oD

Stokesova formula Ce biti poopcenje Greenove for-
mule na prostorno vektorsko polje w, plohu S C R? |
njezin rub 05S.

Prije samoga iskaza treba definirati sukladno usm-
jerenje plohe i njezina ruba.

Kao §to smo se veé¢ dogovorili, plohu S zadanu
jednadzbom

z=g(z,y), (r,y) €D CR?

usmjerenu jedinicnim normalnim vektorima



dg(x dg(x
\/1 g y (géyy)>2

39(56 y) ;

m
oznadujemo sa S, a usmjerenu normalama — 7 y(x, y)

- sa .S. Usmijerimo rub 0D (po dijelovima glatku jed-
nostavno zatvorenu ravninsku krivulju) podrucja D

pozitivho, tj. kao 0D (" praV|Io desne ruke” kad je

palac usmjeren kao vektora k) pa mu pridijelimo
parametrizaciju (s porastom parametra)

OD...t = ¢(t),y =Y(t), tE€Ela,b].

Bududi da se rub 05 (po dijelovima glatka jednos-
tavno zatvorena krivulja) okomito projicirana 0D i S
dopusta parametrizaciju

S.r(x,y) = (z,y,9(x,y)), (z,y)€ D,

to se usmjerenje s 0D “prenosi’ na 0S5 (porastom
parametra), oznac¢imo ga kao 05, {].



0S...r(¢(1), (1)) = p(t) =
= (6(1), (1), g(6(t), %()), t € [a,b].

Pritom govorimo da su ploha S i njezin rub 05 suk-
ladno usmjereni.

Dakako, u slucaju negativhoga usmjerenja 0D do-
bivamo odgovarajuc¢e usmjereni rub 9.5, pa i tada

kazemo da su ploha § | njezin rub 8?6’ sukladno
usmjereni. Primijetimo da se u oba slucaja radi o
postivanju “pravila desne ruke” kad je palac usmjeren
kao normalni vektor.

Teorem 5.15 (Stokesov teorem) Neka je w : X —
R3, X C R?, neprekidno diferencijabilna vektorska

funkcija, S C X usmjerena po dijelovima glatka

ploha, a 05 sukladno joj usmjereni rub koji je po di-
jelovima glatka jednostavno zatvorena krivulja. Tada
vrijedi Stokesova formula

//\vrotﬁ-dgzj{mﬁ-d? (Zj’{ w-?ods).
S 0S oS



Napomena: Kako za Greenovu tako se i za
Stokesovu formulu Cesto rabi skalarni zapis. U
tu svrhu, neka su

PQ,R: X —-R X CR?
neprekidno derivabilne funkcije, a S C X po di-
jelovima glatka ploha s rubom 05 po dijelovima

glatkom jednostavno zatvorenom krivuljom. Tada se
pripadna Stokesova formula zapisuje kako slijedi:

]{ Pdx + Qdy + Rdz =
5

OR 0Q OP OR
//S((a—y—%> Cos v + ((92’ — ax>cosﬁ+

0Q OP
+ <% — 8—y) cosy)dS,

pri cemu su cos a, cos 3 i cosy smjerovni kosinusi
normalnih vektora na plohu S sukladno usmjereni s

rubom 0S.



Primjer 6 Izracunajmo cirkulaciju vektorskog polja

(2,y,2) — W (2,y,2) = {2y’ 1, 2}

duz usmjerenoga ruba 0S5 plohe S zadane jed-
nadzbom z = /2 — 22 — ¢2.

Najprije, iz dane jednadzbe slijedi

S..z=g(x,y) =2 —a%— >
(¢,y) € D ={(z,y) | 2* +y* <2} CR”.

Buduci da sukladno usmjerenje (s rubom 0S5) na S

Y
znadi S usmjerenu normalama 7’ (s obzirom na g),
to

dg(v,y) ==
Ox V2 — 22—y
dg(x,y) —y

Ay :\/2—x2—y2

povlaci



Tako dobivamo

%
/ﬁ rot @)-ds _ j[n wxd:ﬁeryderwzdz Stokesog formula
S s

/ / 8wz cos o + 8w$ ow; B+ =
0z oz ) P T

ow, Ow, B
+ ( or oy ) cosy)dS =

// 0—0 O_O)E+

B x22\/2_x2 V2
03 V2 )\/2—:1:2—y2

dxdy =




polarne koordinate
= —3 // 2y dxdy =
D

2T 2
—3/ <0082 © sin’ gp/ ,05d,0> dp = —.
0 0



