


5.4 Krivuljni integral

e Krivuljni integral je na neki naCin poopcenje
odredenog integrala na segmentu [a,b] C R na
odredeni integral po krivulji I' zadanoj odgovara-
juéom parametrizacijom;

e Postoje dvije vrste krivuljnog integrala:

— za skalarna polja;

— za vektorska polja.

Krivulja i njeno usmjerenje

Ovdje ¢éemo formulirati pojam krivulje u R® s provokut-
— — —

nim koordinatnim sustavom (O; 1, 7, k) svijesni

manjkavosti sto proizlaze iz svijesnog zaobilazenja
razlike izmedu parametrizabilnog skupa i krivulje.



Definicija 5.1 Skup I' C R’ nazivamo jednostavnom
glatkom krivuljom (s rubom) ako:

i) postoji neprekidno derivabilna vektorska
funkcija 7 = {¢,v, x} takva da je 7 = (¢,v, x) :
la,b] — ' C R? bijekcija;

ii) za svakit € [a,b] je 7'(t) # (0,0,0) =0, tj. T

dopusta tangentu u tocki 7’ ().

Svaki takav uredeni
par([a,b], 77)

nazivamo glatkom parametrizacijom krivulje T'.

Za A = 7 (a), B= 7 (b) € I kazemo da su rubne
tocke od I'.

Ako funkcija r nije injektivna samo u toCckama a i
b, tj. ako je r(a) = r(b), govorimo o jednostavno
zatvorenoj krivulji T'.



Napomenimo da

Pt =o() T +0(t) ] +x0)F, telab

nazivamo vektorskim zapisom, a istaknemo li koor-
dinatne funkcije vektorske funkcije 7, tj.

L= ¢(t>> Y= w(t)a < = X(t>v t e [a7 b]

dobivamo tzv. parametarski zapis (parametarske
jednadzbe) krivulje T'.

Tangenta na krivulju
Neka je krivulja I' C R’ dana parametrizacijom
Tt) =) 7+ +xBF, t€ab],

i neka je za ty € [a,b], 7'(ty) # 0. Interpretirajmo
geometrijski derivaciju

H’ H

T'(te) = ¢ (t0) i+ (to) 7 + X(t) k-



Po definiciji je
?(to + 8) — ?(to)

—> :
=] .
' (to) 813/(1) _

Kako je 7(t;) # 0, onda je, za  dovoljno malo, vek-
tor

T(to+¢e)— T (ty) #0

i priblizava se vektoru smjera tangente u tocki

To = (o(to), ¥ (to), x(to)) € T', 1. toCki danoj sa

— - - 7

r(to) = ¢(to) 7 +1p(to) 7 + x(to)k.

Medutim granicni vektor je 0, pa on nema smijer. Zato
promatramo njemu kolinearan vektor

T (to+e) — T (to)

)

5
koji za malo € ima vecu duljinu nego 7 (ty+¢)— 7 (to).
Kako je

— —
t — t
7/(t0):lim 7“(0—|—€) T<0)
e—0 I

£

njega uzimamo za vektor smjera tangente.




Primjer Krivulja I' C R? dana parametrizacijom

7 (t) = 2cos £7 +3sin t7 + 4t?, t €10,2n],
je jednostavna glatka krivulja.

Provjerimo uvjete iz Definicije 5.1:

° 7(151) = 7(751) —> 2costy = 2costy, 3sint; =
3sinty, 4t; = 4ty = t1 = t» (injekcija);

e funkcije 2cost, 3sint i4t su neprekidno derivabilne,
pajetoi 7 (t);

—> . - - - P~ .
o 7'(t) = —2sinti +3costj +4k # 0 za svaki
t €10,2m].

Tangenta u tocki s radijus vektorom (ty), to € [0, 27]
je u kanonskom obliku dana sa

r—2costy y—3sinty z—4i

Pee-s —25sin tg 3 cos ty 4

ili vektorski sa

ﬁ(s) = 7(750) + 37’(1&0), s € R.



U praksi ¢esto nastupa malo opcenitiji slucaj od
"glatkoga" u smislu da postoji (najvise) konacno
toCaka u kojima se “krivulja I' oStro lomi”, tj. ne
dopusta tangentu. Tada je definicijskom uvjetu ii)
udovoljeno svuda osim u konacho mnogo toCaka
t1,-++ ,ty € la,bl. Utom slu€aju govorimo o po di-
jelovima glatkoj krivulji I".

Pritom smijemo zamisljati da je I" prirodno satavl-
jena od konacno jednostavnih glatkih krivulja 'y, I's
., Iy, Toaq, nad a, tq], ..., [tho1-tsl, [tn, b] redom,
"liepljenjem tocke r(t;) € I'; s tockom r(t;) € I';11”,

1=1,--,m.
Definirajmo premda ne posve korektno (ali za nase

potrebe ipak zadovoljavajuce) s pojmom usmjerene
krivulje.

Promatrajmo glatku krivulju I' zadanu parametrizaci-
jom par([a,b], ). Ona u svakoj tocki T' = r(t) € T
dopusta tangentu, koju kao pravac (= R) mozemo us-
mijeriti, . pridijeliti joj koordinatni sustav (0 =T 7)

l (0 =T —T).



Reci ¢emo da je glatka krivulja I' usmjerena (ili ori-
jentirana) ako je na svakoj njezinoj tangenti odabran
tocno jedan koordinatni sustav. Slijedi da se [' moze
usmijeriti na neizmjerno nacina, ali su od svih njih zan-
imljiva samo dva, tzv. neprekidna usmjerenja, koja
su inducirana dvama usmjerenjima danog pravca R .

Ne pojasnjavajuci to poblize, smijemo zamisljati
da glatka krivulja dopusta tocno dva (neprekidna)
usmjerenja:

e jedno se dobiva "gibajuci se duz I' od rubne tocCke
A = r(a) do rubne toCke B = r(b) uz stalni porast
varijable t € |a, b]”,

e a drugo "gibajuci se, obratno, od toCke B do toCke
A uz stalni pad varijable ¢ € [a, b]”.

U prvomu slucaju kazemo da je:

e krivulja I' usmjerena (ili orijentirana) porastom
parametra ¢,

a u drugomu da je:

e usmjerena (ili orijentirana) padom parametra ¢.



U prvomu (drugomu) slu¢aju kazemo da je A = r(a)
pocetak (kraj) i da je B = r(b) kraj (pocetak) usm-
jerene krivulje I'. Pritom trebamo biti vrlo oprezni jer
usmjerenje porastom parametra ¢ € [a, b] moze biti
isto $to i usmjerenje padom parametra 7 € [¢,d] u
nekoj drugoj glatkoj parametrizaciji iste krivulje.

Ako je krivulja I' po dijelovima glatka, njezine sas-
tavne glatke krivulje I'y, --- ,I',, dopustaju po dva
neprekidna usmjerenja.

e RecCi cemo da je ' usmjerena (ili orijentirana) ¢im
suly,---,I', usmjerene sukladno, tj. kraj od I';
jest pocetak odl', 1,2=1,---,n.

Primijetimo da se ova deflnlcua prirodno prenosi

| na jednostavno zatvorenu po dijelovima glatku
Krivulju.



U posebnom slu€aju jednostavno zatvorene po di-

jelovima glail><e_k>rivulje [' u (koordinatiziranoj) ravnini

(R* = (O; i, j)) govor se moZe reducirati na
tzv. negativno i pozitivho usmjerenje, tj. na ono

sukladno gibanju satne kazaljke i njemu suprotno
gibanje.

e Opca oznaka za (neprekidno) usmjerenu krivulju I'
bit e I'.
e Ako je na istoj krivlji I' zadano i suprotno usm-

5%
jerenje, razlikovat c¢emo ga od I' oznaCavajuci ga s
¥
I

e U posebnom slucaju jednostavno zatvorene
N
ravninske krivulje, I' ¢e oznacavati njezino nega-
N
tivno usmjerenje, a I' ono pozitivno.



Krivuljni integral prve vrste

Nekaje f : D — R, D C R’ funkcija (skalarno polje
na D), a

F(t) — (¢<t)7 ¢<t)7 X(t))v t e [CL, b]a

parametizacija glatke krivulje I' C D. Tada je dobro
definirana kompozicija

a,t] &> D L R,

— (for)(t) = f(o(t),¥(t), x(t)),

sto je realna funkcija jedne varijable na segmentu
la,b] C R.

Nadalje, kako je 7 (t) = (¢'(¢),¢'(t), X'(t)), t € |a,b],
onda je

T = \Jo (02 + W02 + (0%t € [ab],

pa je umnozak funkcija

ts ((for)- [T (@) =f(r(t) - I7'()

s F(O(E), B(8), X(0) A8 (12 + 0/ (12 + X (02, ¢ € [a,b],



realna funkcija jedne varijable na segmentu [a, 0] C R.
Definicija 5.2 Neka je dana skalarna funkcija
f: D — R, D C R’ineka parametizacija glatke
krivulle I' € D

r(t) = (9(8), ¥(1), x(t), ¢ € [a,b].

Ako je realna funkcija jedne varijable

ts F(0 (1))-1/¢'(1)? X2 teab

integrabilna, onda pripadni odredeni integral
/ e 0) /80 Fx(tPdt =
/ fr (1) dt

nazivamo integralom skalarnoga polja f po krivulji
[' (ili krivuljnim integralom prve vrste) i oznacu-

jemo s
/fds.
r




Neka su toCke 1y, T € I' bliske toCke, tj. neka T, dana
sa 7 (ty),aT sa 1 (ty + dt), dt dovoljno malen.
Tangenta na I' u 7j je dana u vektorskom obliku sa

T(s) =T (o) + (s —to) T'(ty), seR.
Imamo:

e za 5 = ty dobivamo '(s) = 7 (ty), tj. dobivamo
upravo toCku T (lezi na tangenti i na I');

e za s = ty + dt, dt > 0, dobivamo toCku S (lezi na
tangenti) koja je dana sa p'(s) = 7 (ty) + dt T (to);

e udaljenost tih tocakaje d (Ty, S) = | (s) — 7 (ty)| =
7 (to)| dt;

e buduci je dt dovoljno mali, onda su tocke T'(e T') i S
(na tangenti) jako blizu, pa duljinu ds dijela krivulje
(luka) I' izmedu T i T" mozemo aproksimirati sa
d (T, S), tj. uzimamo da je "duljinski element"
krivulje (luka) I

7(t)| dt = ds.



Sada oznaka /fds ima puni smisao jer je

/fds—/f (@) dt.

Napomena U praksi, kad krivulja I' predstavlja model
tanke zice, a f je funkcija njezine ("linearne”) gus-

tocCe, krivuljni integral [ fds raCuna masu te zice.
r

Ako je f = 1, onda [ ds raCuna masu duljinu luka

r
krivulje I".

Treba napomenuti da, apriori, nije jasno je li Definicija
5.2 posve korektna. Naime, uz nju bi valjalo dokazati

da krivuljni integral [ fds ne ovisi o odabranoj para-

r
metrizaciji krivulje I, tj. da je

/ Fr() - | 7(0)] di = / Fp(r) - |70\ dr.

pri Cemu su ([a, b],r) i (|¢,d], p) bilo koje dvije glatke
parametrizacije od I'. BuducCi da bi to zahtijevalo
opSirnije razmatranje, ne ¢emo se u to upustati.



Primjer 1 Izracunajmo krivuljni integral prvoga tipa
[ fds pri €emu je
T

fla,y,z)=a+z
| I' zadana jednadzbama

xr =t, y:§t2, =1, telo,1].

/Fde — / f<¢(t>a ¢<t>, X(t))-\/qﬁl(t)2_|_¢’<t)2_i_x/<t>2dt

1 1
/(t+t3)\/1+6t2+9t4dt:/ (t +°)(1 + 3t)dt
0 0

1
— / (t + 4t° + 3t°)dt = 2.
0



Napomenimo da se u slucaju po dijelovima glatke
krivulje I', prirodno sastavljene od glatkih krivulja

['y,---, 1,11, pripadni Krivuljni integral prve vrste

smije definirati kao zbroj, {j.

/fdsdif'/ fds+---+/ fds.
r I' |

|zravno iz Definicije 5.2 i svojstava Riemannova inte-
grala slijedi da je krivuljni integral prve vrste linearni
funkcional, tj. da vrijedi:

Teorem 5.3 Nekasu f,¢g: D — R, D C R?, integra-

bilne funkcija, A\, x € RiI' C D po dijelovima glatka
krivulja. Tada je

/F()\er,LLg)dS:)\/Ffder,u/ngs.

Napomena: Cesto se (po dijelovima) glatka krivulja
[' C X C R’ zadaje kao presjek dviju ploha zadanih
jednadzbama

G(x,y,z) =0 i

H(x,y,z)=0.



Tada treba “eliminacijom treCe varijable” dobiti
jednadzbe y = g(x), za svaki z, i z = h(x), za svaki
y, pri Cemu je x € |a,b|, dviju novih ploha s istim
presjekom I'. Pritom su g i h neprekidno derivabilne
funkcije na [a, b|.

Prednost novih ploha je tomu Sto je njima zadana
parametrizacije x = t, y = ¢g(t), z = h(t), t € |a,b),
krivulje I', pa se pripadni krivuljni integral prve vrste
moze izracunati po formuli

/de—/ flz,g(z )1+ g ()2 + B (x)2dx.

Pritom se u slucaju ravninske krivulje I' C D C R?
moze dobivamo h = ¢, pa je tada

/fds—/f:cg ) \/14 ¢'(x)2dx.

Primjer 2 Izraunajte [ fds ako je f(z,y,z2) = x’yz
r
i [ krivulja koja je presjek ploha z = 2> + 4%, 2 = 1

(y > 0).

T = Ccost
Yy =sint

z =1+ y?

I }——Z—>x2+y2:1:)>ljlz{



xr = cost

— ['=¢ y=sint ,te]|0,n]
y—
= —sint
cost , ds = \/(— sint)” + (cost)” + (0)°dt = dt
0
fds /x?’yzds :/ (cos®t)’sintdt = 0
r 0



Primjer 3 Izracunajmo krivuljni integral prve vrste
[ fds akoje f(x,y) = xy ako je
T

@rl..y=—x+1,2¢€|0,1];
)L ...y=—2*+1,2€[0,1].

Uoéimo da u oba primjera krivulja I' povezuje toCke

/fd5: 1)y/1+4 (—1)2dz =
\f/ —x? + x)dr = ‘[

/fds—/ /14 (=22)%dx = - =

25511
120 -

(Ovo pokazuje da je bitno po kojoj se krivulji integrira,
tj. da krivuljni integral prve vrste ne ovisi samo o
krajnjim toCkama!)



Krivuljni integral druge vrste
Neka je
w = {w,, w,, w,}: D—R DCR’

vektorsko polje na D, a

T(t) = (o(t), (1), x(1), tE€ [a],

parametarska jednadzba glatke krivulje I' C D.

Neka je I' krivulja I' usmjerena porastom parame-
tra t € |a,b]. Primijetimo da je dobro definirana
kompozicija

Sto je vektorska funkcija jedne varijable na segmentu
la, b] C R. Slijedi da je skalarni produkt

w (7)o 7 [a,b] — R,

= w, (7 (t)) - ¢'(t) + wy (7 (1) - (1) + w7 (1)) - X (),

realna funkcija jedne varijable na segmentu [a, b|.



Definicija 5.4 Neka je dana vektorska funkcija
W = {w,, w,, w,}: D —R DCR3a

T(t) = (¢(1), ¥(t), x(1)), t € [ab],

parametarska jednadzba glatke krivulje I' C D.

Neka je I' krivulja I' usmjerena porastom parametra
t € |a,b]. Ako je realna funkcija jedne varijable

t— wx(¢<t>7 ¢(t>> X(t>) ' ¢/(t> + wy(¢(t)7 w(t)a X(t» ' w,(t)+
+wz<¢<t>7 ¢(t)7 X(t)) ' X/<t>7 te [a7 b]

integrabilna, onda pripadni odredeni integral

/ [w, ($(1), (£), X(1)) - (1) + w,($(1), D(t), (1)) - ¥/ (£)+

b
s ((8), B(E), x(8) - Y (8)] df = / TP () 0 T'(8) dt

nazivamo integralom vektorskoga polja w po us-

mjerenoj krivulji I' (ili krivuljnim integralom druge
vrste) i oznaCujemo sa

— —
ﬁwodr.
I



Primjer 3 |zraCunajmo krivuljni integral druge vrste

ﬁﬁ o d71 vektorske funkcije
I

(x,y,z)HW(x,y,z):{y—z, & — X, CC—y}

%

po porastom parametra usmjerenoj krivulji T,
7' (t) = (2cost, 2sint, 3t), t € 0,27

Odgovaraju¢im uvrstenjima u definicijsku formulu

dobivamo:
ﬁw od7T =
T

27
/ [(2sint — 3t) - (—2sint) + (3t — 2cost) - 2cost+
0
+(2cost — 2sint) - 3|dt =
2T
/ (—4+6cost —6sint + 6tsint + 6tcost)dt = - -+ = —207.
0

Napomena: Krivuljni integral druge vrste ﬁﬁ odr
T

se obicno interpretira kao rad neke sile Z? = w duz
puta s = I' od tocke A = 77 (a) do toke B = 77 (b) .



Za potpunu korektnost Definicije 5.4 trebalo dokazati
ovisnost krivuljnog integrala druge vrste o odabranoj
glatkoj parametrizaciji samo do na predznak, tj. da je

b d
[ @Em e TN == [ @) o T dr

pri ¢emu su ([a,b], h) i ([c,d], p) bilo koje dvije glatke
parametrizacije od I', te da su ti integrali jednaki ¢im h
i p induciraju (porastom parametara) isto usmjerenje,
a protivnih predznaka Cim induciraju suprotna usm-
jerenjanal.

Napomena: Ako je I' po dijelovima glatka krivulja,
prirodno sastavljena od sukladno usmjerenih glatkih

krivulja Fl, Fn+1, pripadni krivuljni integral druge
vrste deflnlramo kao zbroj, tj.

def
/wocl7> = /”WOCZ?JF.”jL/“ wWodr.
I' | R

|zravno iz Definicije 5.4 i svojstava Riemannova
integrala slijedi valjanost ovoga teorema:



Teorem 5.5 Neka su w,w : D — R3, D C R3,
vektorske funkcije s integrabilnim koordinatnim

funkcijama, \,u € Ri ' C D usmjerena po di-
jelovima glatka krivulja. Tada je

- — —> — —>
I)ﬁder:—ﬁder;
r r

ii)ﬁ(AW+u7)od?:Aﬁ@od?+uﬁﬁod7.
r r r

Neka je vektorska funkcija v : D — R3, D C R3,
zadana preslikavanjima P,Q), R : D — R, {j. w, = P,
w, = Qi w, = R. Pridruzimo li funkciji w diferenci-
jalnu formu

Pdx + Qdy + Qdz,

uoCavamo da se, formalno, krivuljni integral druge
vrste podudara s integralom odgovarajuce diferenci-
jalne forme, {j.

ﬁwod7:ﬁsz+Qdy+Rdz,
T T

gdje je d7 = dxi + dyj + dzk.



Primjer 4 Izracunajmo krivuljni integral druge vrste

/ﬁ(y + 2)dr + (z + x)dy + (z + y)dz

ako I' usmjerena krivulja - duzina od ishodista O do
tocke B = (1,1,1).

Buduéi da se I = OB moze zadati kao presjek
dviju ravnina: y = x, za svaki z, i z = z, za svaki v,
x € |0, 1] (usmjerenje porastom parametrat = x), toje

ﬁPd:c + Qdy + Rdz =
T

1 1
/(:c+x)dx+(a:+x)-1d:€+(a:+x)-1da::6/ rdr = 3.
0 0

Napomena: Ako je u krivuljnom integralu druge vrste
,\@) od 7 krivulja I (jednostavno) zatvorena, uobica-

r
jilo se to isticati oznakom

— —
jiwoclr
r

i nazivati cirkulacijom vektorskoga polja w po
zatvorenoj krivulji T.



Primjer 5 |zraCcunajmo cirkulaciju ravninskoga vek-
troskog polja w (z,y) = {x, zy} po:

1) srediSnjoj kruznici I' polumjera c (usmjerenoj
po volji);

ii) rubu I' pozitivno usmjerenoga trokuta s
vrhovima A = (2,0), B=(1,1)i O = (0,0).

(i) Ovdje je I' zadana parametrizacijom x = ccost,
y = csint, t € |0,2n], paje

j{wodr —j{xder:z:ydy—

:/ lccost - (—csint) 4+ ccost - csint - ccost| dt =
0

2m
02/ (cost — ccos®t)(—sint)dt = - - = 0;
0



ii) Ovdje je I' usmjerena po dijelovima glatka jed-
nostavno zatvorena krivulja sukladno sastavljena od

ry —> A H ) H . s
['h'=0A,Ty= AB I35 = BO s parametrizacijama
(redom):

e y =0, x € [0,2], usmjerena porastom parametra x;

o y=—x+2,x €|[l,2], usmjerena padom parametra
Z,

e y=ux,x € |0,1], usmjerena padom parametra z.

Tako dobivamo
$ Tt = [ WodT+ [ Toar+ [ TodT
I Fl FQ F3
2 1
:/ ($—|—:I;-O-O)d$—|—/ (z + z(—2 +2)(—1))dx+
0 p

0
/1(3:+:U-:U-1)dx:---:%.

Dakako da je moguca i drukcija parametrizacija, npr.



T=(6.9): 0.1 >R

[ 6t, t 0,3
olt) = { —3t+3, t€ [%,%] ’

0, te[o,é]
P(t) = § 6t =2, tE%,g] ,
—6t+6, t€|z1]

3
usmjerena porastom parametra t.

Krivuljni integral u potencijalnom polju

Raznovrsni primjeri krivuljnog integrala druge vrste
pokazuju da on ponekad ne ovisi 0 usmjerenoj Krivulji
po kojoj se integrira, nego samo o njezinoj pocetnoj |
krajnjoj toCki. Sada cemo vidjeti kakva su to vektorska
polja krivuljni integrali kojih ovise samo o pocetku i
kraju integracijske krivulje.



Definicija 5.6 Neka je
w:D—RDCR’,

neprekidno vektorsko polje. RecCi cemo da krivuljni
integral vektorskoga polja W/ ne ovisi o integraci-
jskom putu, ako za svake dvije toCke A, B € D i

Ny

svake dvije po dijelovima glatke krivulje I'1,1'y € D
Sto povezuju A i B, usmjerene od A prema B, vrijedi

— — — —>
/m’deT:/\vadT.
T, T,

Upravo definirano svojstvo karakterizira ovaj teorem:

Teorem 5.7 Neka je W : D — R? neprekidno
vektorsko polje na otvorenom i povezanom podrucju
D C R®. Tada pripadni krivuljni integral ne ovisi o
integracijskom putu ako i samo ako je W potencijalno
polje.



Dokaz: (<) Ako je vektorsko polje u/ potencijalno

onda iz W = — grad f slijedi
of  of . of
w d_>:—/—d —d —dz.
/ﬁwor ”ﬁ@x$+6’yy+8zz

Tada za bilo koju usmjerenu krivulju I' u X, od tocke
A = (x1,y1, 21) do toCke B = (x3,ys, 22), zadana para-
metarskom jednadzbom

T(t) = (o(t), (1), x(1), tE€ [ab],

dobivamo

of , of . of
P(Of (@), OF (@) o OF (T (1) _
[ (P 0+ 2L D04 2L D)) ar -

S

(
(

B
)=A

g\
)
S
—
@)
i
=
1

f (7)) —f (7 (a))

R
S

— f(5172> Yo, 22) - f(xp Y1, 21)-

Prema tomu, krivuljni integral



/w od7 = flz1,y1,21) — f(22, 42, 22)
ne ovisi 0 F AB negosamoo Ai B.

(=) Pretpostavimo da krivuljni integral vektorskoga
polja

W = {wy, wy, w, }

ne ovisi o integracijskom putu, tj. da je

ﬁder—/der
I'y

za ma koje dvije usmjerene krivulje od tocke A do
toCke Bu D .

Treba dokazati da postoji neko skalarno polje
f: D — Rtakvo da je

W = — grad f.

U tu svrhu ucvrstimo bilo koju tocku Ty = (g, 10, 20) €
D pa za svaku toCku T' = (x,y, z) € D odaberimo

bilo koju po dijelovima glatku krivulju I' € D Sto spaja
Ty 1T (takva postoji po pretpostavci na D), usmjerenu
od 7y prema 1.



Pretpostavka povlaci da je time dobro definirana
funkcija

FiD =R fay.s) =~ [TodT, 4
r

flx,y,2) = — ﬁwxdx + w,dy +w,dz
T

Odaberimo za put integracije I' krivulju (izlomljenu
liniju) koja se sastoji od tri brida kvadra K Ciji su
suprotni vrhovi Ty = (z0, 40, 20) i T = (x,y, z). Dakle

%

spojnica I' = TyT se sastoji od tri duzine: Parame-
trizirane kao slijedi:

o 10Ty, T1 = (xo,yo, 2). Parametrizacija: = = x,
Y=Y, 2 = U, U & [2072];

o I\, Ty = (x9,y, 2). Parametrizacija: x = xq, y = s,
&= Z,8 S [y07y]7

e [51'. Parametrizacija: » =t,y = vy, z = 2,
t € [330, SC] )



Sada je

St o )
I T()T1 T1T2 T2T

fl@,y,2) = —/ w, (T, Yo, u) du—

Yy i
—/ wy, (o, S, 2) ds—/ w, (t,y, 2) dt
Yo Lo

Tvrdimo da je ovako definirana funkcija potencijal od
W = {w,, w,w.},t. daje

of of of

W=—grad f = w, = ——=—, w, = ——=— Wy = =5~
2z

ox’ Oy’

Pridjetimo se
8f(:l:,y,z) — lm f<$+ ACE??J) Z) o f('rayaz)

ox Az—0 Ax

Odaberimo dovoljno mali Ax tako da duzina T'S bude
sadrzana u D, pri¢emu S = (x + Az, y, z) (Takav Az
postoji jer je skup D otvoren).

Neka je I'; usmjerena krivulja sukladno sastavljena
odI'Ii T_S* Tada je



f(x+A$,y,z):—ﬁﬁod7:
Iy
—(/ﬁﬁmﬁf+ WOd?),
T TS
paje

f<$+A$,y,Z>—f<$,y,Z> 1

= —— Wodr =
Ax Ax |73
1 z+Ax

— _E . wx(t,y,z)dt,

Buduci da je koordinatna funkcija w, neprekidna, to
je neprekidna i funkcija t — w,(t,y, z). Prema tomu,

1 r+Ax
Alirﬂm_x ) w,(t,y, 2)dt = w,(x,y, 2),
Sto povlaci
. f(a:+daz,y,z)—f(a:,y,z)
x\Ls Yy 2 )— — | —
wale,y, 2) dr0 dz
Of(w,y,2)

ox

Na isti naCin se dokaze da je



of (x,y,2)

oOf(x,y,2)

wy(z,y, 2) = — i w.(r,y,2) = —

dy
pajedoista W = —grad f. O

0z

Napomena: Primijenimo |i Teorem 5.7 na bilo koju
po dijelovoma glatku jednostavno zatvorenu krivulju
[' C X, dobivamo da pripadna cirkulacija potenci-

jalnog vektorskog polja W isezava,

ﬁﬁod?z@.
I

Slijedi da isCezavanje cirkulacije, takoder, karakter-
izira potencijalnost vektorskog polja w na podruéju
D.

Nadalje, buduci da su potencijalnost i bezvrtloZnost
(na konveksnom podrucju) ekvivalentna svojstva (v.
Teorem 4.23), vrijedi ovaj korolar:

)



Korolar 5.8 Neka je w : D — R3 diferencijabilno vek-
torsko polje na konveksnom podru¢ju D C R®. Tada
je

ot W= 0 <= ﬁﬁod7:0
I

za svaku po dijelovima glatku jednostavno zatvorenu
krivulju I' € D.

Teorem 5.7 i Korolar 5.8 ukazuju na veliku vaznost po-
tencijalnih (bezvrtloznih) vektorskih polja. Ponovimo

samo to da je opcCi oblik takvoga potencijala

f : D — R, za dano vektorsko polje w na D C R?,

integral totalnog diferencijala

wydx + w,dy +w,dz = df,

f(xaya Z) — _/ wx(taya Z>dt_

Lo

Yy z
/ wy(‘rmuvz)du T / U}Z(.T(),yo,?})d?},

Yo 20

pri cemu je (xg, Yo, z0) € D bilo koja odabrana tocka.



W od7r akoje

5%

Primjer 6 IzraCunajmo /
r

w(w,y, 2) = {3x2yz+y+5, 24z — 2, :U?’y—y—7}
i) T bilo koji luk od A = O = (0,0,0) do
B =(1,1,1);

ii) [' bilo koja usmjerena po dijelovima glatka jed-
nostavno zatvorena krivulja.

i) OCito je da je vektorsko polje w neprekidno difer-
encijabilno na prostoru R*. Buduéi da je

Jw, Ow, ,
w0, U
dw, Ow, , _

9, ow,

al;y: au; (= 322+ 1),

toje rot W = 0 paje W betvrtiozno polje, dakle, |
potencijalno. Slijedi,



/w od7 = f(1,1,1) — £(0,0,0),

gdje je potencijal f od w odreden relacijom (uzmimo
(1’07 Yo, 20) — (Oa 07 O))

Flay2) = [ (3yz+y+ Dt

(a0 — 2du— [ (o) v — o — Ty
/ /

Yo 20

—/Ox(3t2yz +y +5)dt — /Oy(—z)du — /OZ(—7)dv =

= —1yz —yx — bx + 2y + 7%
Prema tomu,
/w od7 = £(0,0,0) — f(1,1,1) =0—1= —1.

b) Ovdje se radi o cirkulaciji bezvrtloznoga polja pa je

}Iiﬁod?:().



Greenova formula

U ovomu pododjeljku ¢emo izvesti osnovnu formulu
integralnog raCuna za funkcije dviju varijabla, koja je
prirodno poopcenje Newton-Leibnizove formule. Radi
se o tomu da se (dvostruki) integral na prikladnom
podrucju D C RR? svede na (krivuljni) integral po rubu
od D.

Teorem 5.7 (Greenov teorem) Neka su P, () :
X — R diferencijabilne funkcije na otvorenom skupu

X C R%te neka je I' C X pozitivno usmjerena po di-
jelovima glatka jednostavno zatvorena krivulja. Tada
vrijedi tzv. Greenova formula

s S

= 7% P(z,y)dx + Q(z,y)dy,

pri cemu je D C X podrucje omedeno krivuljom T, {j.
oD =T.

Strogi dokaz ovoga teorema pretpostavlja puno vise
predznanja nego sto smo ga do sada stekli. Stoga



¢emo dokazati samo jedan poseban slucaj, ali ipak
dovoljno opcenit da obuhvati nase praktiCne potrebe.

Dokaz: Pretpostavimo, dakle, da su P i () neprekidno
diferencijabilne funkcije i da je podrucje D takvo da
mu usporednice s koordinatnim osima sijeku rub
0D = I' u najviSe dvjema toCkama (v. crtez (b)).

Nekasuzr =a,xr =0,y =ciy = djednadzbe onih
usporednica Sto dodiruju 0D, pa je podrucje

D C |a,b] x |c,d]

i omedeno je grafovima dviju funkcija ¢, 5 : |a,b] — R,
odnosno, ¥y, : |c,d] — R, {j.

D = {(x7y> S RQ | gbl@j) S Y S ¢2<ZC>,£C < [CL, b]}a
odnosno,
D = {(z,y) e R? | ¢y(y) <z < oly),y € [c,d]}.

Pritom je ¢,(a) = ¢y(a), ¢1(b) = ¢1(b), ¥1(c) = Py(c) i
1(d) = y(d).

Y%
Oznacimo s I'y graf G4, usmjeren porastom varijable



z, a s I'y graf G4, usmjeren padom varijable x. Tada

¥ A G A

je I' = 0D sukladno sastavljena od I'; i I's.

Buduci da je funkcija P neprekidno diferencijabilna,

to je funkcija f = e neprekidna pa je i integrabilna
Y

na D. Taj je integral

b Po()
[ swdsay= ([ sty -
D a ¢1()
b (T
_ / (/¢( )ap(fﬂ,y)dy) dr —
dy
a o1 ()



o [\ P(l’, y>d$ T CO(‘T7 y)dy o ﬁ P(‘Ta y)d$ -+ Co(l', y)dy —
Fg I_‘1

— ]g Pdzx.
r

A A

Posve slicno, sukladno rastavivsi I' na G, usm-
%
jerenu padom varijable y, i G, usmjerenu porastom

varijable y, i stavivSi g = — doblvamo

¢2
// :Cyd:vdy—// g(x,y)dy)d

— jqico(:c,y) -dr + Q(,y)dy = jé@dy-
T I'

Zbrajanjem dobivenih integrala proizlazi Greenova
formula.



Primjer 7 Izracunajmo cirkulaciju

75\2(:1:2 +y?)dz + (x +y) dy
I

po pozitivno usmjerenom rubu 0A = I' trokuta
NABC, A= (1,1), B=(2,2),C =(1,3).

Primijenit ¢emo Greenovu formulu na P(z,y) =

202 +97) i Q(z,y) = (x +y)°.

]{2(95 L P)d + (3 + )2y =

(2
/ /A (22 — 2)dudy = 2 /1 : ( / e y>dy> Az —

Za provjeru izracunti trazenu cirkulaciju izravno, tj. in-
tegrirajuci po

v —
o[y =AB (y =z, x € [1,2], parametar raste),



o[ = B—é (y = —x + 4, x € [1,2], parametar pada) i
['3 = CA (x =1, y € [1, 3], parametar pada).

Primijetimo da smo u ovomu primjeru Greenovu
formulu iskoristili u "obratnom smjeru”, tj. da smo
krivuljni integral preveli u dvostruki integral.

Takva i jest njezina Cesta primjena u praksi. "Pravi
smjer” trebamo, uglavnom, u teorijskim razmatran-
jima.



Korolar 5.8 Pod uvjetima u Teoremu 5.7 vrijedi
formula

P(D) = %]gﬁ—ydx + xdy.

za plostinu ravninskog podrucja D.
Dokaz: Znamo da je

PK[D::t/dexdy.

Odaberimo bilo koje dvije neprekidno diferencijabilne
(na D) skalarne funkcije P i () za koje je

0Q _op
or oy
Primijerice, to smiju biti P(z,y) = —% | Qlz,y) = g

Ostalo slijedi iz Teorema 5.7.

Napomena: Greenov teorem vrijedi i na podrucju
D C R? koje je viSestruko povezano (v. crteze), tj. na
podrucju rub kojega se sastoji od vise po dijelovima
glatkih jednostavno zatvorenih krivulja I'y, I'y, ..., I',,
pri cemu su I',..., I';, medusobno disjunktne, sve leze
u unutrasnjem (omed enom) podrucju s obzirom na



[y i svaka I'; lezi u vanjskom podrucju s obzirom na
['syi#j5=1,---,n.Usmjerimo li I'y geometrijski poz-
itivno, a sve ostale I'y, ..., [';, negativho, Greenova
formula poprima zapis

[, (52 5) -

- 7{ (Pdx + Qdy) + Z %‘(de +Qdy).
i=1 7L

Lo

Napomena: Gledamo li na funkcije P i () kao na ko-
ordinatne funkcije nekog ravninskog vektorskog polja
w D — R% wW(x,y) = {P(z,y), Qx,y)}, Green-
ovu formulu mozemo zapisati i ovako:

// (rotﬁoz) dazdy:]{ﬂ wodr
D oD

na $to cemo se vratiti, u opCenitijem slucCaju, kasnije.



