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Obveze:
e predavanja (> 70%)

e viezbe (> 70%)

Provjere znanja:

e domace zadace;

e dva kolokvija (parcijalna ispita):

- zadaci;
- oba pozitivna.

e zavrsni ispit:

- pismeni - dva dijela - oba pozitivna;

- usmeni ispit.



1. FUNKCIJE VISE VARIJABLA



1.1 Zadavanje skalarnih funkcija

Definicija 1.1 Nekaje D C R" =R x --- X R.
Funkciju

f:D—R

nazivamo realnom funkcijom od m realnih varijabla
(ili, kraCe, skalarnom funkcijom).

T = (33171'2, ,ZEm) eD L u = f <.731,.732, ,Qfm) ceR

(Svakoj uredenoj m—torci (z1, zo, ..., x,,) € D (ili tocci
T € D) pravilom f pridruzen je jedan i samo jedan
realan broj u € R.)

Kao i funkciju jedne varijable, funkciju viSe vari-
jabla (skalarnu funkciju) moZzemo zadati analiti¢ki,
tablicno, graficki, parametarski, implicitno, ...

Dakle:
e Ako je D C R?, funkciju

f:D—R

nazivamo funkcijom dviju varijabla.




() €D - 2= f(z,y) eR

—fID] ={z|z=f(x,y), (z,y) € D} — slika
funkcije,

— x, y — nezavisne varijable,
— 2z — zavisna vrijabla.

Funkciju obicno zadajemo u eksplicitnom obliku

&= f(l’,y)

Buduci da, u tom slucaju, nije naznaCena domena,
podrazumijevamo da je domena maksimalan pod-
skup D od R? za koji pravilo f "ima smisla".

Skup
Cr={ (z,y,f(z,y)) | (z,y) € D} CR’

nazivamo graf funkcije f : D — R, D C R?. Grafu
prostoru R? predstavlja neku plohu.

Primjer 1.1 Zapis z = In(z + y — 2) definira funkciju
f:Df—R, Dy CR% flz,y)=l(z+y—2),

pri Cemu je definicijsko podrucje D, odredeno nejed-



nadzbom z +y — 2 > 0, tj.

D= {(z,y) eR* |y > —x +2}

A
\\
2 \\\
N\ X
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e Neka je D C R®. Funkciju
f:D—R

nazivamo funkcijom triju varijabla.

fID)={u|u=f(x,y,2), (x,y,2) € D} — slika
funkcue

e T, Yy, z — nezavisne varijable,
e 1, — zavisna vrijabla.

o u = f(z,y,2) — eksplicitni oblik (domena D; -
maksimalan podskup od R? za koji pravilo f ima
smisla)



e graf funkcije f : D — R, D C R?je
Py ={ (z, 4, 2 fx,y,2)) | (x,9,2) € D} CR*

(ne mozemo nacrtati)

Primjer 1.2 Pravilo v = arcsin(2? +1° + 22 — 2) definira
funkciju

f:D;y—R, Dy CR’
(z,y,2) — f(x,y, 2) = arcsin(z® + y* + 2* — 2),

pri cemu je definicijsko podrucje D odredeno nejed-
nadzbama —1 < z? + y* + 2% — 2 < 1. Dakle,

Df:{(x,y,z)ER?’\1§x2+y2+z2§3}.

Graf I'y skalarne funkcije moguce je nacrtati
(djelomi¢no) samo za m < 2.

e U slucaju m = 2 crtanjem isticemo samo neke
njegove vazne podskupove. To su, najceSce,
presjeci I'; odabranim ravninama u prostoru R°.
Ako su te ravnine usporedne s ravninom z = 0
(koordinatnom zy-ravninom), dobivene presjeke
nazivamo razinskim krivuljama funkcije f (ili grafa



['f). Po tomu, svaki broj z, € f[D] odreduje jednu
razinsku krivulju jednadzbom f(x,y) = 2.

Dakle, na svakoj razinskoj krivulji su funkcijske
vrijednosti nepromijenjive.

Primjer 3 Funkcijski graf I' s za funkciju

flz,y) = Vo* +y?

crtamo istiCuci njegove presjeke s koordinatnim ravn-
inama ili ravninama usporednim s njima:

e —ravninomz =0 (tosu zrake: z =y, 2 > 0, x = 0;
z=—1y,z>0,x=0);

—ravninomy =0 (tosu zrake: z =z, 2 > 0, y = 0;
z=—x,22>0,y=0)

—ravninom z = 1 (to je razinska krivulja (kruznica)
> +yt=1,2=1).



Primijetimo da je I'y stozasta ploha

y

e Slino se u sluéaju f : D — R, D C R, dakle
['y C R*, govori o razinskim plohama (ili nivo-
plohama) funkcije f. Pritom svaka jednadzba

f(ﬂﬂ',y,Z):uO, UOEf[D]a

odreduje tocno jednu pripadnu razinsku plohu na
kojoj su sve funkcijske vrijednosti jednake wy.



Primjer 1.3 Razinske plohe za funkciju
f:D—=R, D=R\{(z,y,2)| z=0},

a:2+y2
f(xaywz) - T

Z

su paraboloidi (bez "tiemena") »z = - (2% +y*) , za
g € R\ {0}

Za uy = 0 dobivamo z—os (xr = 0, y = 0) bez toCke
ishodista O = (0,0,0).



Promatrajmo funkciju f : D — R, D C R? i po volji
odabranu to¢ku T = (x, 10) € D.

Neka je II,, ravnina y = y, i oznaCimo s D, =
[, "D C D.O¢ito je D, = {T = (z,y0) € D} # ()
jer sadrzi barem toCku 7. Suzenje

f|Dy0 =f:D,—R

smijemo smatrati funkcijom jedne varijable jer se mi-
jenja samo koordinata z.

Analogno imamo funkciju
f|Dx0 =fo:D;, — R

koju mozemo smatrati funkcijom varijable y.

\fl(XO):f(XanO)




Sliéno, neka je dana funkcija f : D — R, D C R™
i neka tocka Ty = (9,29, ...,2%) € D. Promotrimo
skup

DTO,Z' — {T = <£C1,ZC2, ,.CCm) eD ‘ Lj = x?, Z;’éj} Q D

UocCimo da je u Dr, ; promjenjiva samo jedna koordi-
nata, pa ga mozemo smatrati podskupom od R (dio
pravaca u R™).

Suzenje
f oy .= fri: Dy — R
tada smijemo smatrati funkcijom jedne varijable.

Reci cemo da je skalarna funkcija f (strogo) uzlazna
(silazna, monotona, po djelovima monotona) po
varijabli x;, i € {1,2,...,m}, ako je za svaku toc¢ku
T = (21,29, ...,x,) € D, pripadno suzenje

fri:Dr; — R

uzlazna (silazna, monotona, po djelovima monotona)
funkcija.



1.2. Granicna vrijednost i neprekidnost
Najprije treba definirati Sto u R™ znaci "biti blizu", {j.
Sto Ce biti "mala okolina" po volji odabrane tocCke.

Posluzit é¢emo se standardnom udaljeno$cu d(T, Ty)
medu toCkama, tj.

e kojasezal = (z),Ty = (xo) (sluCaj m = 1) svodi
na standardnu udaljenost u R

d(T,Ty) = /(& — x0)% = |2 — x0).

eza'l = (x,y),T(): (CC(),y()> c R’ sa

d(T,Tp) = v/ (z — 20)2 + (y — )2,

ezaT = (x,y,2), To = (w0, Yo, 20) € R® sa

d(T,Ty) = v/(z — 20)? + (y — %0)> + (2 — 20)%,

e opcenito,zaT = (1, %2, ..., Ty) , 1o = (m?,azg, ...,:E?n) €

R™ udaljenost d(T', T;) definiramo sa

d (T, Ty) = \ Z(:UZ — a¥)2.



Definicija 1.2
i) Za bilo koju tocku 1, € R™ i bilo koji broj ¢ > 0, skup

K(Ty;e) ={T e R" | d(Tp,T) < e} CR™

nazivamo (otvorenom) kuglom polumjera ¢ oko
tocke To.

=

| =
=

| / - R
K(Toe) R -

Kugle

ii) ReCi cemo da je skup U C R™ okolina toCke
Ty € U ako postoji neki ¢ > 0 takav da je kugla
K(Tg; 8) C U.

iii) Za skup U C R™ reCi cemo da je otvoren ako je
on unija neke mnozine (otvorenih) kugala.

Napomena: Ako je skup D C R™ je otvoren onda je
on okolina svake svoje toCke. Neotvoreni skup sadrzi
toCke kojima nije okolina .




yA otvorerys\k\up neotvoren skup

=
N
\
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\
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Definicija 1.3

i) Nekaje D C R™ i1y, € R™. ReCi c¢emo da je toCka
Ty, gomiliste skupa D ako svaka okolina od 7§
sijeCe skup D \ {T}}.

i) Za skup D kazemo da je zatvoren ako sadrzi sva
svoja gomilista.

ili) Za toCku T' € D kazemo da je unutarnja tocka
skupa D ako postoji okolina od 1" koja je podskup

od D.

iv) Ako za toCku T' € D postoji neka okolina koja ne
sijeCe skup D\ {T'} onda kazemo da je T izolirana

tocka skupa D.

v) Napokon, re¢i ¢emo da je skup D omeden ako
postoji neka kugla koja ga sadrzi.



Napomena:

- Svaka tocka 7' € D C R™ je ili gomiliste skupa D
ili izolirana toCka skupa D. Svaka unutarnja toCka
skupa D je gomiliste skupa D:

- Skup moze imati gomiliSta koja nisu njegovi ele-
menti;

- Ima skupova koji nisu ni zatvoreni ni otvoreni;

- Svaki zatvoren skup u R je komplement nekog
otvorenog ili obrnuto.

Grani¢nu vrijednost niza (7;,) u R™ definiramo
analogno onoj za realne nizove.



Definicija 1.4 Reéi ¢emo da je toCka T, € R™
granicna vrijednost (ili limes) niza {7} u R™ ako

(Ve > 0)(dng > 0)(Vn € N)
n>n, = d(T,,T) < e.

(Primijetimo da se nejednakost d (T},, Ty) < ¢ ekviva-
lentna uvjetu T, € K(Ty;e)!).

U tom slu€aju kazemo da niz {7},} konvergira prema
tocki T i pisemo {T,,} — Tp. Buduéi da svaki niz
moze imati najvise jednu grani¢nu vrijednost (dokaz
slican onomu za realne nizove), smijemo pisati

n—aoo

Nizovna konvergencija u R" svodi se na konvergen-
ciju realnih nizova. Naime, vrijedi:

Teorem 1.5 Niz {7,,} u R, T,, = (a2}, 25,...,2"),

m

konvergira prema T = (2,29, ...,20,) € R™ onda

m

i samo onda, ako svaki koordinatni niz {z'} u R
konvergira prema z? € R, i =1,2,...,m.



Primjer 1.4 Nadite graniCnu vrijednost niza {7},} u
R?’, Tn — (1—n 1 n ) .

n+1° n?+1’ n+1

Buduci je
1 — 1
lim —— — —1 lim —0,
n—oomn + 1 n—oon? 4 1
lim no_ 1,
n—oon + 1

po prethodnom teoremu je

l—n 1
lim ( " " ):(—1,0,1).

noo\n+1n24+1"n+1

| graniCnu vrijednost skalarne funkcije definiramo
analogno onoj za realne funkcije (jedne) realne
varijable.



Intuitivno:

Neka su dani funkcija f : D — R, D C R™, i toCka 1j
koja je gomiliste od D. Kazemo da je Ly € R limes
funkcje f u Ty, i piSemo

Th—{%o f(T) — L07

ako vrijednosti f(T') teze prema L, kad T tezi prema
Ty.

MatematiCka definicija:

Definicija 1.6 Neka su dani funkcija f : D — R,

D C R™, itocka Tj koja je gomiliSte od D. Rec¢i cemo
da je broj Ly € R granicna vrijednost funkcije f u
tocki 7 ako je

(Ve > 0)(30 > 0)(VT' € D\ {Tv})
d(T, To) <0 = ’f(T) — L0| < €.

(Primijetimo da se uvjet provjerava u toCkama
1T e K(TO, 5), T 7é T()')
U tom slucCaju piSemo

7151’7170]0(7_‘) = LO 1 1lj{§1f<T> = Lo.



Analogno se poopcuje i granicna vrijednost kad
T — oo.

Primjer 1.5 Funkcija

2

FERAL0.0) < R, floy) = 57

ima u tocki (0, 0) grani¢nu vrijednost 0, (lim)f(aj, y) = 0.
0,0

Zaista, buduci da je 2 + y? > 2|2y, to je

2

) ) Y

| =]

(éf(%lf(w,y)\ ol Py
2%y |z

< lim |[—=| = lim |—‘ =0,
(0,0) | 22y (0,0) |2

ajeili = 0.
pajeilim flz,y)
Teorem 1.7 Broj Ly, € R je graniCna vrijed-

nost funkcije f : D — R, D C R, u tocki Ty,

TMH% f(T) = Ly, onda i samo onda ako, za svaki niz
—10

{T,} u D koji konvergira prema Ty, u R™, lim T, = Ty,

n—:~oo

pripadni funkcijski niz vrijednosti { f (T},)} konvergira
prema Lo u R, lim f(T},) = Ly.

Teorem vrijediiza T — oo.



Napomena: Teorem 1.7 kaze da se trazenje
granicnih vrijednosti skalarnih funkcija moze svesti
na trazenje granicnih vrijednosti realnih nizova.

Primjer 1.6 Funkcija
2 _ yz
z? + y?’

fRIAN{(0,0)} = R, f(z,y) =

nema grani¢ne vrijednosti u tocki Ty = (0, 0).

Zaista, promatramo li nizove

m-{() - {(0)

u R*\ {(0,0)}. Ocito je:

11 1
li — —1=(0,0) 1 L — 0] =1(0,0
oo (n’n> (0,0 e (”7 ) 0,0

tj. oba niza konvergiraju prema tocki 7, = (0,0). S
druge strane, pripadni nizovi funkcijskih vrijednosti

() ()2 — 07
> 0, S, = 1
konvergiraju redom prema (razlicitim) brojevima 0 i 1,
redom.

U (Th)

——
|

3= |—

IS =
) o
S |3
N—

)

~—
)



Napomena Kod funkcija jedne varijable smo imali:
- limwf(:l:) 13 lim f(a)i

T—I T—xy
lim f(x)= lim f(r)=L = 3Jlim f(x)i lim f(x)=L,
x—maro x—>x50 L—X0 LT

Ovdje (za m > 2) je situacija slozenija. Puteva kako
"docCi” u 1 ima beskonacno. No, jasno je da limes ne
smije ovisiti o putu.

Napomena 1.1 Ukoliko je

Ii T) =L ' 11 T) =L
Tlcj%of() P Tgof() 2,

te L, # L, tada Thn% f(T) ne postoji. Ovo je postu-

pak kako utvrditi da limes ne postoji (to je puno lakSe
nego utvrditi da postoiji).

Primjer 1.7 Ispitajte granicnu vrijednost funkcije

_ Y
f(:lf,y)— $2+y2

u tocki (0,0).

Ukoliko (z,y) — (0,0) ide po putevima koje odreduju
pravci y = kx imamo



2 + 1?
T - kx k
¥ = i =
i S y) = e T R

y=kx

| trazeni limes ne postoji jer za razliCite k£ dobijamo
razliCite vrijednosti.

Primjer 1.8 Funkcija
sin (:1:2 + yQ)
x? + 1)

fRIN{(0,0)} = R, f(z,y) =

J

ima u tocki (0, 0) grani¢nu vrijednost 1, (lim)f(a:', y) = 1.
0,0

Ukoliko (z,y) — (0,0) ide po putevima koje odreduju
pravci y = kx imamo



_ ~sin (332—|—/€2x2)
(1(1)%1) fz.y) = 91515% 224k x?
y=kx

: 2 2
:hmsm [:1: (1+2/€ )]:
=0 22 (1+ k%)

)

Sto ne znaci da limes postoji i da je jednak 1.

Zadatak se moze rijesiti prijelazom na polarne ko-
ordinate. BuducCi je x = pcosp iy = psinyp, tada
(z,y) — (0,0) ako i samo ako p — 0. Imamo

- 2, 9

sin (x°+
lim ( J ) = lim
(00) 241> p—0  p?

sin p? 1

Buduci da dobiveni rezultat ne ovisi o ¢, tj. o kutu
pod kojim "dolazimo" u to¢ku (0, 0), dakle ne ovisi o
krivulji po kojoj dolazimo u tocku (0, 0), zaklju€ujemo
da limes postoji i da je jednak 1.



Definicija 1.8

e ReCi cemo da je funkcija f : D — R, D C R™
neprekidna u tocki 7, € D ako je

(Ve > 0)(36 > 0)(¥T € D)

d(T,Ty) <o = |f(T)— f(To)| <e.

e Ako je f neprekidna u svakoj to¢ki T € A C D
kazemo da je f neprekidna funkcija na skupu
A C D;

e Ako je f neprekidna na skupu A = D kazemo da je
f neprekidna funkcija;

e U protivnim sluCajevima govorimo o prekidnoj
funkciji (u tocCki, na skupu).

|zravna posljedica:

Teorem 1.9 Funkcija f : D — R, D C R™
neprekidna u toCki T, € D onda i samo onda ako je

lim f(T) = f(To)

T—>T0



Primjer 1.9 Funkcija

() (0,9 £ 0,0
flx,y) = <

L (z,y)=(0,0)
je neprekidna. Jer je
: 2 2
. sin (x +y )
(2y)—(00) 2%+ y?

=1 = f(0,0).



Neka vazna svojstva neprekidnih funkcija -
analogija s funkcijama jedne varijable (bez dokaza):

Neka je dana funkcija f : D — R, D C R™.

e Ako je f neprekidna u tocki Ty i f(Tp) < O
(f(Tp) > 0) onda postoji € > 0 takav da je
f(I) <O0(f(T)>0)zasvakiT € DN K(1py;e).

e Neka je A C D zatvoren i omeden. Ako je funkcija
f neprekidna na A onda postoje brojevi m, M € R
takvi da je

m< f(T)< M
za svaki T' € A, 1j. f|a je omedena funkcija.
StoviSe, f|4 poprima svoju najmanju (minimum) i
svoju najvecu (maksimum) vrijednost, tj. postoje
Ty, T, € A takvi da je
(1) < A(T) < f(T3)

zasvakiT € A.

e Zbroj f + g, razlika f — g, umnozak f - g i kolicnik
g (kad god su definirani) neprekidnih skalarnih
funkcija jesu neprekidne skalarne funkcije.



