5. UNITARNI PROSTORI

5.1 Pojam unitarnog prostora i osnovna svojstva

Definicija 5.1 Unitarni prostor je uredeni par (U, s),
koji se sastoji od vektorskog prostora U nad poljem
R ili C (zajedno ih oznaCavamo F’) i preslikavanja
s: U x U — F koje ima svojstva:

U1l) Hermitska komutativnost

s(z,y)=s(y,x), Va,y € U;
U2) Aditivnost u odnosu na prvu vraijablu
s(x+y,z)=s(x,2)+s(y,z), Vr,y,z€ U,
U3) Homogenost u odnosu na prvu varijablu
s(A\r,y) = As(z,y), Ve,y e U, VA € F;

U4) Pozitivna definitnost
r#0 = s(z,zr)>0, Ve e U.
Preslikavanje s nazivamo skalarnim produktom i

ovisno o polju F, govorimo o realnom ili komplek-
snom unitarnom prostoru U.



Napomena:

e Skalarni produkt krace ¢emo oznacavati kao

s(e,y) =z ly) i s(z,y)=(z,y);
e Za I' = R svojstvo U1l) je prava komutativhost

Ul (z|y) =(y|z);

Lako se vidi da skalarni produkt ima sljedeca svojstva:

1. Homogenost u odnosu na drugu varijablu:
(x| Ny) =Xz |y), VANEF, Vo,y €U,
Naime, vrijedi:
(] dy) =y la)y =Xy lz)=XNy|z)=X(z|y)

2. Aditivnost u odnosu na drugu varijablu:

(@ly+z)=(x|y)+(x|2),Vo,y,2eU
Naime, vrijedi:

(ly+z2)=(@+z|z)=(y|x)+(2]m)

=W lz)+z|z) =]y +x]2).

3.1z 1i 2. slijedi:
(@] Ay +p2) =X | y)+a(r | 2), Vo,y,2 €U, VA, p € F.



©|z)={y[0)=0, Yo,y cU

Naime, vrijedi: (© | z) =(0-z|z)=0-(z | x) = 0.

5.
r=0 < (x|x)=0
Primjer
1. Neka su
r=(x1,..7,) ER" 1 y=(y,...yn) € R".
Definiramo

n
xy; € R.
1=1

Par (R",( | )) je standardni n-dimenzionalni
realni unitarni prostor (provjerite!) ili euklidski
prostor.
2. Neka su
r=(T1,.,2,) €C" i y=(y1,...,y,) € C".

(z |y) =

Definiramo
(x| y) = Z:lngz e C.

Par (C",( | )) je standardni n-dimenzionalni
kompleksni unitarni prostor (provjerite!).



Uz definiciju skalarnog produkta na C" kao u prethod-
nom primjeru ne bi bilo moguée zadovoljiti uvjete
pozitivne definitnosti. Npr, za

r=(1,4) € C?,
Imali bismo
r#(0,00=0 i (z]2) =1+ =0.
Za
r=(1,i,i) € C°
Imali bi smo

(x|x)=1+i"+i*=—1.
Definicija standardnog skalarnog produkta na C"
osigurava

n

n
(w o) =Y ami=Y |u]" >0,
1=1 1=1

a jednakost se dobiva samo u sluCaju x; = 0, Vi, tj.
zaxr = 0.

Definicija 5.2 Za vektore z,y € U kazemo da su
ortogonalni ako je (z | y) = 0. Za skup vektora
{x1,...,2,} C U kaZemo da je ortogonalan ako je

(z; | xj) =0,Vi,j,i#J.

Napomena: Jasno je da je nulvektor © € U ortogo-
nalan na svaki vektor iz U. Nadalje cemo razumijevati
da ortogonalni skup vektora ne sadrzi nulvektor.




Definicija 5.3 Neka je x € U. Nenegativan broj
V (x| ) nazivamo normom ili duljinom vektora x i
oznaCavamo s ||x|| .

Propozicija 5.1 Preslikavanje || || : U — R*™ U {0}
Ima svojstva:

N1) ||z|| > 0, Vz € U;

N2) ||z]| =0 < = = ©;

N3) [[Az]| = |\ |||, Vo € U, YA € F.

Dokaz:

Definicija 5.4 Kazemo da je skup vektora {z1,...,z,} C
U ortonormiran, ako vrijedi

. Jlzai=y
<5Uz‘373>—5w—{0 zai;éj

Vektor x € U sa svojstvom ||z|| = 1 naziva se je-
dinicni ili normirani vektor.

Propozicija 5.2 Ako je skup vektora {z1,...,z,} C U
ortogonalan, onda je taj skup linearno nezavisan u U.

Dokaz:

Napomena: Tvrdnja specijalno vrijedi i za ortonormi-
rani skup vektora iz U.




Specijalno, vektori
er = (1,0,...,0),,...,e, =(0,...,0,1)

tvore ortonormiranu bazu u R" i C" (standardne
baze).

Teorem 5.1 U svakom n-dimenzionalnom unitarnom
prostoru U postoji ortonormirana baza.

Dokaz: Neka je {x1,...,z,} proizvoljna baza od U, tj.
skup od n linearno nezavisnih vektora.

Postupkom tzv. Gram-Schmidtove ortogonalizacije
moguce je od njega formirati ortonormirani skup vek-
tora {ey, ..., e,} za koji vrijedi

Het,...,entl = {x1, ..., 2} = U.

Skup {e, ..., e,} €e biti trazena baza.

1. Definiramo
€1

| |

(jediniCni vektor) =

= |e1] = [z1] (jer su vektori kolinearni).

2. Pretpostavimo da smo formirali ortonormiran
skup od k < n vektora {ey, ..., e;} sa svojstvom

Het,...,ext] =[x, .- 2}



Definiramo

Yp+1 = Thy1 + 11 + -+ +ageg, a; € F.

zelimo [{e1,... e yri1t] = {21, .., Tp, Teg1 -
Odredimo «, j = 1,...,k iz uvjeta
Yrt1 L ej,g=1,...,k.
Imamo
0= (Yr+1 | €j) = (@1 | €j) + a5 =

Oéj:—<$k_|_1 ‘ €j>7 jZl,...,]{?.
Dakle, vektor
Yk+1 = Tht1 — <5'3k+1 | €1> €1 — " — <5'71<:+1 | €k> €k
ima SVOjStVO [617 ey Chy ykﬁ-l—l] — [xla ceey Ty xk-l—l] |

yk+1J—€j7:17---7k-

. Stavljamo
Yk+1

1yl

€r+1 =

. Korake 3. i 4. ponavljamo dok konaCno ne
definiramo e,,. [



Ortonormirana baza je svojstvena unitarnom pros-
toru i u velikoj je upotrebi u teoriji unitarnih prostora.
Standardno se oznacava {ey,...,e,} . Ona pojed-
nostavnjuje:

1. Prikaz proizvoljnog vektora u ortonormiranoj bazi:

reU, v=> x /lif xj:<aj | ej> . x=> (z]e)e;
i=1

1=1

2. Prikaz skalarnog produkta:

<33 | y> = <Z% $z€i| Z:lyiei> = Zlfci<€z' \ Zlyz'@z>= Zl%'?i;
=7

3. Prikaz norme vektora;

n 2) n B n 5
x:;xieié ||| :\/<$|x>:1/;x¢$¢:1/;|aji| :

Definicija 5.5 Regularna kvadratna matrica A €
M, (C) je unitarna ako vrijedi

At =A" = (ozn)) = A",
tj. A € M, (C) je unitarna ako je
AA*=A"A=FE.



Teorem 5.2 Neka su (e) = {eq,...,e,} i (€f) =
{e}, ..., e} ortonormirane baze unitarnog prostora U.
Tada je matrica prijelaza T, unitarna.

Dokaz:

Napomena: Ako je U realni unitarni prostor, onda je
T.. € M, (R) paje (T.) = (T.e)" | tj. T. je ortogo-
nalna matrica.

Teorem 5.3 U unitarnom prostoru vrijedi nejednakost
Cauchy-Schwarz-Bunjakowskog

[z )| < =]l lyll Yo,y € U.

Jednakost vrijedi ako i samo ako su z i y linearno za-
visni vektori.

Dokaz:

Teorem 5.4 U svakom unitarnom prostoru U vrijedi
N4) Nejednakost trokuta

lz+yll < llzf] +{lyll, Vo,y el

) = |yl | < lz—y||, Va,y € U.

Dokaz:




Vektorski prostor L na kojem je definirana funkcija
I+ L —10,00)

sa svojstvima N1) - N4) naziva se normirani vek-
torski prostor.

|z provedenih razmatranja slijedi da je svaki unitarni
prostor ujedno i normiran uz definiciju

||| =/ {x | x), Yz € U.

Obrat, medutim, opcenito ne vrijedi, tako da je klasa
normiranih vektorskih prostora Sira od klase unitarnih
vektorskih prostora. Vrijede inkluzije:

unitarni v.p. C normirani v.p. C

metriCki prostori C topoloski prostori.

U metrickom prostoru raspolazemo s pojmom
"udaljenosti" dva elementa.

Svaki unitarni postor U je metriCki prostor ako
metriku (udaljenost) d : U x U — R definiramo sa

d(z,y)=|lz —yll={x—y|z—y), Yo,y eU.

Lako se provjeri da funcija d zadovoljava Cetiri
svojstva da bi (U, d) bio metriCki prostor.




Propozicija 5.3 (Pitagorin poucak) Za ortogonalni
skup vektora {z1, ..., x;} unitarnog prostora U vrijedi
poopcenje pitagorinog poucka

lor 4 ) = P+

Dokaz:
Vratimo se sada na nejednakost C-S-B

[z [y)] < = [yl

§.

@)l
B

za sve ne-nul vektore iz U. U realnom unitarnom
prostoru to znaci:

(z | y)
]| [y

za sve nenul z,y € U, Sto nas motivira za definiciju
kuta izmedu dva vektora.

1< 1

A

Definicija 5.6 Neka su z, y # O elementi realnog uni-
tarnog prostora U. Kut izmedu ovih vektora, u oznaci
£ (x,y), £(x,y) € [0, ] definiran je relacijom

(z]y)
oL@ 9) = oyl

Ova definicija je kompatibilna s definicijom ortogonal-
nosti dva vektora (z Ly = £ (z,y) =3).




Za proizvoljni vektor x # © realnog unitarnog prostora
U oznaCimo «; = £ (z,¢;), gdje je (e¢) = {e1,...,en}
ortonormirana baza od U. Tada imamo

(x| €;)
cos (£ (x,e;)) = cosay =
o) Hxn/

2 L 2 2
— COS™ (o = ”x”2 = COS" (1 + ++ -+ COS™ (v, =
1
— 2 ( 1 ZC%) — 17
(E4|

to je poopcenje poznate relacije iz geometrije na E°,
tj. klasi¢ne algebre vektora (u pridruzenom) V?.



5.2 Grammova determinanta

Neka je S = {x1,..., 2} C U podskup unitarnog
prostora U. Linearna (ne)zavisnost skupa S povezana
je s rjesenjima jednadzbe

a1y + ...+ apr = 06 (1)
PO nepoznanicama aq, ..., oy € F':

e Ako je S linearno nezavisan onda jednadzba ima
jedinstveno (trivijalno) rjesenje a; = ... = ay, = 0;

e Ako je S linearno zavisan onda jednadzba ima i
netrivijalnih rjesenja.

MnoZzeci jednadzbu (1) skalarno s vektorima x;,

1 = 1,..., k zdesna, dobivamo homogeni linearni
sustav od £ jednadzbi i £ nepoznanica o, ..., aj S Ko-
eficijentima (z, | z;) € F

<$1’3§1>O&1—|— ‘|‘<33k|5171>0ék20
(x1 | i) an+ -+ +{xp | x;) ap =0 (2)

<331‘£Ek>041—|— —|—<l’k|$k>04k20



Propozicija 5.4 Neka je S = {z1,...,z1} C U
podskup unitarnog prostora U. Uredena k—torka
(af,...,a)) € F* zadovoljava jednadzbu (1) ako i
samo ako je ona rjeSenje sustava (2).

Dokaz:

Definicija 5.7 Neka je S = {x1,...,z;} podskup uni-
tarnog prostora U. Tada matricu

(21 | r1) - (T ! 1)

G(S)=G{xy,...,x1}) =

(21 \.flfk> e (g | k)

nazivamo Grammovom matricom, a njenu determi-
nantu u oznaci I' (S), Gramovom determinantom
skupa S.

Dakle, rjeSavanje jednadzbe (1) ekvivalentno je rjesa-
vanju homogenog sustava (2) matriCno zapisanog
kao

G(S)A =0,

gdie je A = |aq, ..., ak]T. |z ovoga i Propozicije 4.2
(Korolara 4.3) direkto slijedi:



Teorem 5.5 Neka je S C U konacni podskup uni-
tarnog prostora U. Taj skup je:

e linearno nezavisan ako i samo ako je I' (S) # 0;

e linearno zavisan ako i samo ako je ' (S) = 0.

Dokaz:

Primjetimo da ovaj teorem daje brojCani kriterij
za odredivanje je li neki skup vektora linearno
(ne)zavisan u unitarnom prostoru U.

Moze se pokazati da vrijedi:

Teorem 5.6 Ako je S = {z1,...,zx} C U linearno
nezavisni podskup unitarnog prostora U, onda je
['(S) > 0.

e Na osnovi prethodna dva teorema zakljuCujemo
daje I'({zy,...,x;}) > 0 za svaki izbor vektora
x1,...,x € U.

e Gramova determinanta ima veliku ulogu u racu-
nanju volumena konveksnih tijela.



5.3 Ortogonalni komplement. Projektor

Definicija 5.8 Neka S i 1" neprazni podkupovi uni-

tarnog prostora U. Kazemo da su S i T' ortogonalni
i piSemo S L T,akoje (z|y) =0zasvaki x € S'i
yel.

Napomena: Skup {O} je ortogonalan na svaki pod-
skup od U. Posebno, {6} L U.

Propozicija 5.5 Ako su S i T neprazni podkupovi
unitarnog prostora U koji su ortogonalni, onda je nji-
hov presjek prazan ili sadrzi samo nul-vektor ©.

Dokaz:

Korolar 5.1 Ako su potprostori L i M unitarnog pros-
tora U ortogonalni, onda je njihova suma direktna.

Dokaz:

Definicija 5.9 Neka je S # () podskup unitarnog pros-
tora U. Skup

St={rcU: (z]|y)=0,vycS}
naziva se ortogonalni komplement skupa S.

Napomena:
e St={rxeU:{z} LS}



e Lako se pokaze da je S+ < U (podprostor) bez
obzira Sto se na S ne zahtijeva nikakva struktura.

Propozicija 5.6 Neka je L < U potprostor unitarnog
prostora U dimenzije r. Tada je

U=L& L

dim LT =n —r.
Dokaz:

Na osnovi prethodne propozicije zakljucujemo: Ako
je L potprostori unitarnog prostora U, tada svaki
r € U =L & L+ ima jedinstveni prikaz oblika

T=x1+x9, 1 €L, x9€ LT,
pa je dobro definiran operator p : U — U relacijom
p(x)=p(x; +x2) : = 27.

Operator p nazivamo ortogonalnim projektorom
prostora U na podprostor L. OCito je Im (p) = L.

Teorem 5.7 Ortogonalni projektor p : U — U
unitarnog prostora U na podprostor L je linearno
preslikavanje sa svojstvima:

) p|p =idp;



i) (idempotentnost) p*> =p ;
i) (hermiticnost)

@) |y)={z|pW), Yo,y € U. (3)
Dokaz:

Linearni operator p : U — U na unitarnom prostoru U
koji ima svojstvo (3) naziva se hermitski.

Ortogonalni projektor p : U — U unitarnog prostora
U na podprostor L, gdje je U realan unitarni prostor,
Ima i ova dva vazna svojstva.

P1)
(p(x) | x) = (21| 71 + T2) = (71 | 71)
= (p(z) | p(x)) = |lpz|]”> = 0,Vz € U;
P2)

lp@) ey
s (0P @) = el 3

@I e
[l Tp @1~ Tlel

> 0,Vz € U\ {0},



Propozicija 5.7 Neka su L i M potprostori unitarnog
prostora U. Tada vrijedi:

) (LY)" = L;
i) (L + M) =Ln M+,
iy (LN M)" =L+ M*L

5.4 Unitarni operatori

Definicija 5.10 Neka je U 1 V unitarni prostori nad
Istim poljem F'. Operator u : U — V nazivamo uni-
tarnim operatorom ako je linearan operator i ako
cuva salarni produkt, tj. ako vrijedi

(u(z) |uly))=(z|y), Vo,y e U (4)

Specijalno, ako je F' = R, u nazivamo jos i ortogo-
nalni operator.

Napomena: U gornjoj definiciji mozemo izostaviti
uvjet linearnosti jer to slijedi iz svojstva (4). Naime,
Imamo:

Teorem 5.8 Neka je U i V' unitarni prostori nad istim
poljem F' i neka operator u : U — V' ima svojstvo
(4). Tada je [ linearan (unitaran) operator.



Moze se pokazati:

e Unitarni operator cuva normu (i udaljenost)
vektora (izometricki operator!).

e Ortogonalni operator Cuva kut medu vektorima.

e Unitarni operator prevodi ortonormiranu bazu u
ortonormirani skup vektora.

e Unitarni operator je uvijek injektivan (J (u) = {©}).
e Kompozicija unitarnih operatora je unitarni operator.

Definicija 5.11 Za unitarne prostore U i V' nad is-
tim poljem F' kazemo da su unitarno izomorfni ako
postoji bar jedan unitarni operator v : U — V koji je
bijekcija. Tada piSemo U ~ V/, a u nazivamo izomor-
fizmom unitarnih prostora.

Teorem 5.9 Unitarni prostori U i V nad istim pol-
jem su unitarno izomorfni ako i samo ako vrijedi
dimU = dimV'.

Dokaz:

Napomena:

e Dakle je svaki n—dimenzionalni unitarni prostor je
unitarno izomorfan s R" ili C".

e Unitarni operator v : U — U je automorfizam.



Karakterizacije unitarnog operatora

Navest cemo (bez dokaza) nekoliko nuznih i dovoljnih
uvjeta za prepoznavanje unitarnih operatora - alter-
nativne definicije unitarnog operatora.

Teorem 5.10 Linearni operator u : U — V je uni-
taran ako i samo ako ¢uva normu.

Teorem 5.11 Linearni operator v : U — V je uni-
taran ako i samo ako svaki jedinicni vektor iz U
preslikava u jedinicni vektor iz V.

Teorem 5.12 Linearni operator v : U — V je
unitaran ako i samo ako bar jednu ortonormiranu
bazu prostora U preslikava u ortonormirani skup
vektora iz prostora V.



5.5 Unitarni operatori v : U — U

VeC smo vidjeli da su unitarni operatori s danog pros-
tora u samog sebe su uvijek automorfizmi odnosno
regularni operatori.

Teorem 5.13 Skup U (U) (O (U)) svih unitarnih (or-
togonalnih) operatora na unitarnom prostoru U tvori
grupu u odnosu na kompoziciju.

Dokaz:

Grupu U (U) (O (U)) iz predhodnog teorema nazi-
vamo grupa unitarnih (ortogonalnih) operatora.

Prisjetimo se: Kompleksna kvadratna matrica
A € M, (C) je unitarna ako je

AA* = A*A=F, (5)

gdje A* = A" oznagava hermitski konjugiranu (adjun-
giranu) matricu od A (tj. ako je A™! = A*).

UocCimo: Iz Binet-Cauchyjeva teorema slijedi

det (AA*) = det A - det A* = det A - det A = |det A",

a iz (5) dobivamo
det (AA*) =det E = 1.

Dakle, ako je A unitarna onda je |det A| = 1.



Propozicija 5.8 Neka je A = [a;] unitarna matrica
redan.Ondazasvei k=1,.. nvrijedi:

n
) > v = O
=
i) > ajicn = dig.
iz

Obratno, ako je za matricu A ispunjen bilo koji od
uvjeta i) ili ii), ta je matrica unitarna.

Dokaz: Analogan dokazu Propozicije 2.4.

Uvjetima i) i ii) iIskazana je tzv. hermitska ortonormi-
ranost redaka, odnosno stupaca unitarne matrice.
Svaki od tih uvjeta karakterizira unitarnu matricu.

Teorem 5.14 Skup U(n) svih unitarnih matrica iz
M, (C) je grupa u odnosu na mnoZenje matrica.

Dokaz:

Grupu U (n) nazivamo unitarna grupa (matr. reda n).

UocCimo: Ako je matrica A € M, (R) C M, (C) realna,
definicijska relacija (5) postaje

AAT = ATA = E,

a matricu s tim svojstvom nazivali smo ortogonalna
matrica.



Analogne tvrdnje o ortonormiranosti redaka i stupaca
ortogonalne matrice te tvrdnju da skup O(n) svih
ortogonalnih matrica tvori grupu smo vec dokazali.
Grupu O(n) smo nazvali ortogonalna grupa.

Neka je A(e) matricni zapis unitarnog opera-
torg v : U — U u nekoj ortonormiranoj bazi
(e) =Ae1,...,e,} 0d U :

n
uler) =Y appe, k=1,....n =
i=1
-0411 Oéln-
Ale)=] S
_anl O‘nn_

onda je ta matrica zapravo matrica prijelaza iz
ortonormirane baze (e¢) = {ej,...,e,} U ortonormi-
ranu bazu (¢/) ={u(e1),...,u(e,)} od U.

Naime, buduci da je u unitaran ( (u(e;) | u(ex)) =
<€i ‘ €k> — 5@143 )1 onda je {U <€1> ooy U (eTL)} je
ortonormiran skup, a po Propoziciji 5.2 je onda i lin-
earno nezavisan, dakle baza od U.

Po Teoremu 5.2, je onda matrica A (e) = T, unitarna
(ortogonalna), tj. A(e) " = A(e)".



Obratno:

Propozicija 5.9 Ako je matriCni zapis linearnog op-
eratora v : U — U u nekoj ortonormiranoj bazi
{e1,...,e,} od U unitarna matrica, onda je u uni-
taran operator.

Dokaz:

UocCimo: Ako je linearni operator

uw:U —U

reprezentiran u nekoj ortonormiranoj bazi (e) uni-
tarnom matricom A = A (e), onda je on u svakoj
ortonormiranoj bazi (¢’) predoCen takvom matricom
jer je veza matricnih zapisa u raznim bazama dana sa

B =T 1AT,

gdje je T' = 1., matrica prijelaza iz jedne ortonormi-
rane baze u drugu. Dakle, B = B (€’) unitarna
matrica jer je produkt unitarnih matrica (buduci je
U(n) grupa).

Dakle, vrijedi:

Teorem 5.15 Operator v : U — U je unitaran ako
| samo ako je njegov matricni zapis A (e) u svakoj
ortonormiranoj bazi (e) od U unitarna matrica.



|z gornjeg teorema slijedi:

Teorem 5.16 Neka je U kompleksan unitaran prostor
dimenzije n. Onda je grupa unitarnih operatora U (U)
izomorfna s unitarnom grupom U (n).

Dokaz:

Analogno, grupa O(U) je izomorfna s O(n).

Primjeri
e Rotacijar : R? — R? za kut ¢ dana sa

r(x,y) = (xrcosp —ysiny, rsinp + ycosp)

je unitaran (ortogonalan) operator Ciji je matricni
zapis u standardnoj ortonormiranoj bazi od R? dan
sa

COS( —sIn

singp cosp |



e Zrcaljenja na koordinatnim osima z, : R> — R?
i 2, : R — R te zrcaljenje z; : R* — R? na
pravcu y = x dana sa

ze(w,y) = (x,—y), 2y (2,y)=(—2,9) | z(2,y) = (y,7)

su unitarani (ortogonalani) operatori Ciji su matricni
zapis u standardnoj ortonormiranoj bazi od R? dani
sa

b0 —10 i U1 redom
0 —11" 0 1 10| ° '
e Centralna simetrijac: U — U dana sa
c(x)=—x

je unitaran operator Ciji je matricni zapis u
proizvoljnoj bazi jednak —FE.

Posebno, za U = R?2 imamo
C: RQ — RZ: C(CC,?J) — <_ZE7 _y) ,

a matricni zapis u standardnoj ortonormiranoj bazi
od R? je dan sa

~1 0
o -

$to moZemo shvatiti kao rotaciju r : R? — R? za
kut ¢ = .



Dijagonalizabilnost unitarnog operatora

Propozicija 5.10 Ako je v : U — U unitaran, onda
je |A| = 1 za svaku svojstvenu vrijednost \ operatora
Uu.

Dokaz:

Napomena: U slucaju realnog unitarnog prostora U |
ortogonalnog operatora v : U — U, ovo znacCi da su
A = %1 sve svojstvene vrijednosti od u.

Propozicija 5.11 Svojstveni vektori unitarnog op-
eratora ©v : U — U Kkoji odgovaraju razliCitim
svojstvenim vrijednostima su medusobno ortogo-
nalni.

Dokaz:

UocCimo: Kako je C algebarski zatvoreno polje,
operator u koji djeluje na kompleksnom unitarnom
prostoru U dimenzije n uvijek ¢e imati n svojstvenih
vrijednosti, ne nuzno razlicCitih.



Teorem 5.17 Neka je U kompleksan unitaran pros-
tor dimenzije n i v : U — U unitaran operator.
Tada « dopusta dijagonalizaciju. Preciznije, pos-
toji ortonormirana baza (e) od U, sastavljena od
svojstvenih vektora operatora u, S obzirom na koju
matricni zapis A (e) od u ima oblik
By 0
Ale) =
| 0 A |

gdje su \;, 2 = 1, ..., n svojstvene vrijednosti od « | za
njih vrijedi |\;| =1, zasvei=1,...,n.

Dokaz:

UocCimo:

e Sve nultoCke \;, = = 1, ..., n, karakteristicnog poli-
noma k, (A) (svojstvene vrijednosti) unitaranog
operatora v : U — U na kompleksnom unitarnom
prostoru dimenzije n su oblika

\i = €% =cosp, +ising;, ¢, €[0,27).



Teorem 5.18 Za svaki ortogonalni operator v : U —
U na n-dimenzionalnom realnom unitarnom prostoru
U postoji ortonormirana baza (e) = {e1,...,e,} od U
s obzirom na koju je matricni zapis A (e) od u dijago-
nalna blok matrica oblika

R@l

gdje je

COS Y; — sin Y,
SIn @,  COS Y,

R%:[ ],902-6<O,27T>\{7T},W:1,...,s.

Matricu A (e) oblika (3) obi¢no nazivamo normalna
forma matriCnhe reprezentacije unitarnog (ortog-
onalnog) operatora n-dimenzionalnom realnom
unitarnom prostoru U.



Uocimo:

e U (6) je moguce blokove

0 4]

ukljuciti u rotacijske blokove za a« = 7. Na taj se
nacCin u kanonskoj matrici ortogonalnog operatora
—1 ne pojavljuje ili se pojavljuje toCho jednom.

e U prvom slucaju je det A(e) = 1 a djelovanje
operatora u mozemo shvatiti kao niz istovremenih
rotacija u medusobno okomitim 2-dimenzionalnim
potprostorima od U, kombinirano s identitetom u
ostalim smjerovima. Tada operator u hazivamo
rotacijom.

e U drugom slucaju je det A (e) = —1, a A (¢) moZzemo
zapisati pisati kao
A (6) — A1A2

gdje je A, dobivena iz A (e¢) zamjenom (jedinog) —1
uAe)sl,aA;jematrica

Ay =




odnosno

1

I

Ovo znaci da se djelovanje operatora © moze sh-
vatiti kao kompoziciju rotacije i jedne simetrije (zr-

caljenja) u odnosu na podprostor |e, ..
koja se u danoj bazi opisuje s

[561,.

T
ey Ip—1, ﬁE’n] = [:Cl) .

.,en_l] < U

T
s In—1, _xn]

Tada operator © nazivamo simetrijom (zrcaljen-

jem).




e U matricnom zapisu od u oblika (6) broj 1, odnosno
—1, se pojavljuju u A tocCno toliko puta, kolika
je njihova algebarska kratnost kao svojstvenih
vrijednosti od u, dok su ¢, , ..., p, takvi da su
cos , X isinp; , 1 = 1,..., s nultoCke karakteristiChog
polinoma od u u C, razliCite od +1, i svaki se blok

R, u A ponavlja toliko puta, kolika je kratnost
Korijena cos @, + % sin ;.



Primjer U realnom unitarnom prostoru U, dim U = 3,
za svaki ortogonalni operator v : U — U moguce

naci ortonormiranu bazu (e) = {ey, es, €3} U Kojoj ta]

operator ima jedan od sljedecih zapisa:

o k,(N)=(\—1)°

(10
01

100

Geometrijski: u je jediniCni operator (identiteta).

U standardnom trodimenzionalnom realnom uni-

tarnom prostoru R? i standardoj bazi to je opearator
e: R — R? dan sa

.
0
1_

€ <xaya Z) — (iE,y,Z)

ok, N)=A—17A+1)

Geometrijski: u je zrcaljenje na ravnini [{ey, e }].
Za U = R’ i standardoj bazi to je opearator
u: R — R° dan sa

u <£L',y, Z) — (I‘,y, —Z)



o ku(A)=(A+1)"(A—1)

(1 0 0 |
0 —1 0
00 —1]

Geometrijski: u je zrcaljenje na pravcu [{e;}].
Za U = R’ i standardoj bazi to je opearator
v : R — R3 dan sa

’LL([E,y,Z) — (SC, —Y, _Z>'

0 0 —1

Geometrijski: u je centralna simetrija.

Za U = R’ i standardoj bazi to je opearator
v R? — R? dan sa

u(x,y,2)=(—x,—y, —2).



o ky(N) = (A —1) (N> —2cospA + 1)

[ cosp —sing 0
sinw cosw 0
0 0 1

Geometrijski: u je rotacija oko pravca [{es;}] za kut
.

Za U = R’ i standardoj bazi to je opearator

u: R® — R3 dan sa

u(x,y,2) = (xcosp —ysing, rsing + ycosp, z) .

o kiy(N) = (A+1) (\* —2cos pA + 1)

[ cosp —sing 0
sinp cosep 0
0 0 -1

Geometrijski: u je kompozicija rotacije oko pravca
[{es}] za kut ¢ i zrcaljenje na ravnini [{eq, eo}].

Za U = R’ i standardoj bazi to je opearator

v : R — R3 dan sa

u(x,y,z) = (xcosp —ysinp, xsinp + ycosp, —z).

Prva Cetiri sluCaja mogu se shvatiti kao specijalni
sluCajevi posljednjadva, za o =01 ¢ = 7.



Drugi primjer je realni unitarni prostor U = V? (klase
orjentiranih duZina @’). Naime, to je vektorski prostor
dimenzije dim V? = 3 nad R uz operacije zbrajanja
vektora | mnozenje vektora sa skalarom, a ima i
strukturu realnog unitarnog prostora ako definiramo
skalarni produkt kao

<E> | ?> = || .?‘ cos £ (7,?) .



