4. SUSTAVI LINEARNIH JEDNADZBI

e Za odredivanje ima li sustavi linearnih jednadzbi
rieSenje(a) i ako ima kako ga (ih) naci, vaznu ulogu
imaju linearni operatori, matrice i determinante.

3.1 Notacija i formulacija

Neka je F' dano polje. Tada skup od m izraza oblika,
gdiejea, € F, B, e F,i=1,....m,7=1,....n,

a1 + Qpry + -+ appx, = B

91T1 + QooXo + -+ + QouT, = [ |
. . . Sy (D)

p1T1 + QpaTs + - 4+ apa®, = B,

nazivamo sustav od m linearnih jednadzbi sa n
nepoznanica z1, ..., x, nad poljem F. Skalare «;;
nazivamo koeficijenti sustava, a skalare 5,,...5,,
slobodni koeficijenti. Kraci zapis sustava:

Y g =0, i=1.,m )
k=1

Napomena: opcéenito je m # n.




RjeSenje sustava (1) je svaka uredena n—torka
(V1,795 -, V) € F™ koja supstitucijom x; =

Y1, ---, T, = 7, SVE jednadzbe u (1) prevodi u trivijalne
identitete u polju F.

Rjesiti sustav (1) znaCi naci sva njegova rjesenja.

Sustavu (1) pridruzujemo matrice

;. G2 - Qap
A = &fl afz 04:2” matrica sustava
Qg Q2 Q|
e
X = 33:2 stupacana matrica nepoznanica
_:Cn_
5
B = 6 2 stupac. mat. slobodnih koeficijenata
B

pa sustav (1) mozemo zapisati kao matri¢nu jed-
nadzbu

AX = B, (3)
kod koje je X nepoznata matrica (Ovo slijedi iz
definicije mnozenja i jednakosti matrica).



RjeSenje matricne jednadzbe (3) bit ¢e stupCana
matrica

71
c=|" 4)

| Tm
za koju supstiticija X = C u (3) daje matri¢nu jed-

nakost
AC = B.

Uocimo: Sustav (1) je ekvivalentan s matriChom jed-
nadzbom (3) ( (1) < (3) ) u smislu da svako rjeSenje
(V1, Y95 ---, V) € F™ od (1) odreduje jedno rieSenje
(stup€anu matricu) C oblika (4), i obratno.

Sustavu (1) pridruzujemo i proSirenu matricu sustava

11 Q1 - U 51

A= (AlB)= | O om

| Q2 Qo Qo B



Primjer 1 Sustavu

2331—3332—333 =1 (P1)
—21 + 229+ 4x3 = 0

mozemo pridruziti tri matrice

A = [ 2 =3 _1] matrica (koeficijenata) sustava

-1 2 4
e
X = | x stupacana matrica nepoznanica
L3

B = [(1)] stupacana matrica slobodnih koeficijenata

Sada je

AX — [ 25[31—3%2—333 ]7

—21 + 229 + 43
pa iz (P1) slijedi jednakost matrica
AX = B.

Sustavu pridruzujemo i proSirenu matricu sustava

2 =3 —1|1
-1 2 4 10|

Ap:[A\B]:[



Tri osnovna problema:

e Problem egzistencije rjesenja. Koji su nuzni i
dovoljni uvjeti da bi sustav (1) imao barem jedno
rieSenje? Razlikujemo slucajeve:

— Sustav nema rjeSenja. Tada kazemo da je
nemoguc ili nerjesiv ili inkompatibilan.

— Sustav ima rjeSenja. Tada kazemo da je mogué
ili rjesSiv ili kompatibilan.

e Problem strukture rjesenja. Ako je sustav rjesiv
razlikujemo slucajeve:

— Sustav ima tocno jedno rjeSenje (treba naci kriterij
za jedinstvenost);

— Sustav ima viSe (beskonacno) rjeSenja (treba naci
koja su medu njima linearno nezavisna (interpre-
tirana kao vektori));

e Problem efektivhog rjesevanja sustava. Ako
je sustav rjesSiv kako naci algoritam koji nam
omogucava nalazenje svih rjeSenja.



Primjer 2
1. Sustav
T+ 219 = 1
221 + 319 —2

ima to¢no jedno rjesenje (r1,z5) = (—7,4). Ovaj
sustav (zamjenom: z; — x i z9 — y) Mozemo
geometrijski interpretirati kao dva pravca u ravnini
pr...x+2y =1
p2 ... 20 +3y = —2

koji se sijeku u tocki (z,y) = (—7,4) .

2. Sustav
T+ 209 = 2
—233‘1 — 4332 =1

nema rjesenja. Ovaj sustav (zamjenom: x; — x|
9 — ) mozemo geometrijski interpretirati kao dva
paralelna pravca u ravnini

1 1
proaty =1 = y=—u+-
1 1

(ne sijeku se)



3. Sustav
T1+ 3x9 = D
—21'1 — 61’2 = —10

imama beskonacno rjeSenja danih sa z, = ¢,
r1=—3ro+0=—-3t+5,1t€R .

(581,.%‘2) = (—3t + 5,t) , t e R.

Ovaj sustav (zamjenom: 1 — x i T9 — y) MOZemo
geometrijski interpretirati kao dva pravca u ravnini
koji se podudaraju

1 D
1 5

(pravci se sijeku u svim toCkama - jednadzbe
predstavljaju isti pravac).



3.2 Geometrijska interpretacija

Neka su U i V' vektorski prostori nad poljem F' di-
menzija n i m, redom, te neka suu U i V dane baze

(e) ={e1,...,ext i (f)=1{f1,.., fn} redom.
e Tada je matricom A = |« tipa (m, n) jednoznacno
odreden linearni operator
[ U—V,
Ciji je matri¢ni zapis u paru baza (e) i (f) upravo
matrica A.

e Nadalje, matricom B = [5,] tipa (m, 1) jednoznacno
je odreden vektor b € V' Ciji je matriCni zapis u bazi
(f) upravo matrica B.

e Sada se problem rjeSevanja sustava (1) < (3) svodi
na problem nalazenja svih vektora x € U za koje je

[(z)=0. (5)
Naime, ako sa X oznacimo koordinatnu matricu

strazenog vektora x u bazi (¢), onda (5), matricno
mozemo zapisati kao

AX = B. (3)
Dakle, problem nalazenja svih rjeSenja sustava (1)
se svodi na nalazenje skupa

[~'(b) C U,
tj. praslika vektora b.



3.3 Egzistencije rjesenja.

Problem (sustav) (1) < (3) ¢e imati rjeSenje ako i
samo ako je

I~ (b) # 0,

tj. ako i samo ako je
belml.
(uz oznake iz predhodnog paragrafa).

Kriterij na nivou matrica:

Teorem 4.1 (Kronecker-Cappelli) Sustav linearnih
jednadzbi je rjesiv ako i samo ako matrica tog sus-
tava i prosirena matrica tog sustava imaju isti rang, tj.
ako je

r(Ay) =7 (A).

Dokaz:

Korolar 4.1 Ako je rang matrice sustava jednak broju
jednadzbi, tj ako je
r(A) =m,
onda je taj sustav sigurno rjesiv.
Dokaz:




Geometijska interpretacija Korolara 4.1 :

r(A) = m = r(l)=dim(Iml)=m=dimV

= [ surjektivan = [1*(b) # 0,
(uz oznake od prije).

3.4 Cramerov sustav

Definicija 4.1 Za sustav linearnih jednadzbi
Y apxy = B i = 1,..,m, 1. (1), odnosno
k=1

matriCnim zapisom AX = B ((3)) kazemo da je
Cramerov, ako je ispunjeno:
) m = n;

i) r (A) =n.

Uocimo:

e Matrica Cramerovog sustava A je kvadratna
(m =mn)iregularna (r (A) = n), pajojje det A # 0;

e Po Korolaru 4.1, zbog r (A) = n (=broj jednadzbi),
Cramerov sustav je uvijek rijesiv.



Geometijska interpretacija:

Za pridruzeni linearni operator [ : U — V vrijedi:
e dimU =dimV = n;

e r(l) = n = dimV §to povlaci da je [ surjektivan.
Sada, po Teoremu o rangu i defektu, vrijedi
dil)=n—r({)=n—n=0,

pa je [ i injektivan.

Dakle, [ je izomorfizam vektorskih prostora U i V.
Prema tome, postoji jedinstven vektor ¢ € U tako da je

[(c) =0,

ili na nivou matrica, matricna jednadzba AX = B ima
jedinstveno rjesenje X = (.

Na taj naci smo dokazali:

Propozicija 4.1 Cramerov sustav uvijek ima jedno i
samo jedno rjesenje.



Efektivno rjeSevanje Cramerovog sustava

Uvedimo oznake:
[ )

D = det A;

e Neka je D; determinanta matrice koja se dobije
zamjenom k—tog stupca matrice A s matricom
slobodnih koeficijenata B, {j.

11 O1k—1 /31 A1 k4+1 * Uip

| Qg1 o Qg1 52 Qo p41  Q2p
D=1 " . . . .
Ap2 = Opk—1 Bn Xpk+1 *°° Opp

Teorem 4.2 Jedinstveno rjeSenje Cramerovog sus-
tava je dano sa C = |v,], gdje je

v.=DiyD', k=1,..n.

Dokaz:




3.5 Homogeni sustav

Definicija 4.2 Za sustav linearnih jednadzbi (1)
kazemo da je homogen ako su svi slobodni koefici-
jenti jednaki nula, tj. ako ima oblik

E aprrr =0, 1=1,..,m,
k=1

odnosno matri¢nim zapisom AX = 0.

Uocimo:

e Homogeni sustav je uvijek rjesiv jer ima barem
trivijalno rjeSenje
r1=..=x,=0, tj. X=0
e Interesira nas kada Ce sustav imati i netrivijalna
rjeSenja.

Ako homogeni sustav ima i netrivijalna rjesenja, onda
Ce pridruzeni linearni operator [ : U — V' imati netriv-
ljalnu jezgru Ker (.

Buducéi je Kerl < U i
dim (Kerl)=d(() i r(l)=r(A)
onda je, po Teoremu o rangu i defektu

d(l)=dmU —r(l)=n—r(A).



|z ovoga , ocigledno slijedi:
Propozicija 4.2 Homogeni sustav uvijek ima:

i) samo trivijalno rjeSenje ako i samo ako je r(A) = n;
i) i netrivijalna rjeSenja ako i samo ako je (A) < n.

Korolar 4.2 Homogeni sustav kod kojeg je broj jed-
nadzbi manji od broja nepoznanica, ima uvijek i
netrivijalna riesenja.

Dokaz:

Korolar 4.3 (Roucheov) Homogeni sustav kod ko-
jeg je broj jednadzbi podudara s brojem nepoznanica

ima uvijek netrivijalna rjesenja ako | samo ako je
det A = 0.

Dokaz:

Struktura riesenja homogenog sustava:

Neka je
AX =0 i r(A) <n. (6)

Bududi je tada jezgra Ker [ pridruzenog linearnog

operatora [ : U — V netrivijalni potprostor od U di-
menzije

d=n—r(A) >0,



u tom potprostoru postoji d linearno nezavisnih vek-
tora npr. {ci,...,cq} i svi ostali vektori iz Kerl su
linearna kombinacija ovih vektora.

Pridruzene koordinatne matrice C; vektora ¢; u
bazi (¢) od U nazivamo fundamentalnim skupom
rjeSenja sustava (6) .

Uocimo:

e Svaka od matrica C;, 1 = 1,...,d je rjeSenje sus-
tava (6) i svako drugo rieSenje C od (6) se moze
prikazati u obliku

C=MCi+ ...+ XCy, N\ EF, (7)

ti. kao linearna kombinacija fundamentalnih
rjesenja;

e Ako u (7) pustimo da svi \; poprimaju sve vrijednosti
u F', onda dobivamo sva moguca rjeSenja sustava
(6) . Stoga, (7) nazivano opc¢e rjeSenje sustava (6).

Na taj naci smo dokazali:

Teorem 4.3 Homogeni sustav kod kojeg je d =

n — r(A) ima toc¢no d fundamentalnih rijeSenja. Svako
rjeSenje tog sustava je linearna kombinacija funda-
mentalnih rjesenja.



3.6 Nehomogeni sustav

Definicija 4.3 Za sustav linearnih jednadzbi
Z&ikxkzﬂia 1= 1,..,777,, (2)
k=1

kazemo da je nehomogen ako je barem jedan slo-

bodnih koeficijenta razliCit od nule.

Matricnim zapisom AX = B, gdje je B # O.

Sustav AX = O nazivamo homogen sustav

pridruzen sustavu (2).

Pretpostavimo da je sustav (2) rjeSiv, tj. da vrijedi

r(A,) =r(A) =r.
To znaci da za pridruzeni linearni operator [ : U — V
sustavu (2) (ili I (z) = b) vrijedi
belml, . I7'(b)#0.

e Neka je ¢y € 7! (b) bilo koji vektor, tj. vektor za koji
je [ (cy) = b. Tada za svaki drugi vektor ¢ € 71 (b)
vrijedi

l(c—co)=1(c)=1(cg) =b—b=0. (8)
Dakle, c — ¢y € Kerl, tj. c € co+ Kerl, paje
71 (b) C ey + Kerl. 9)



e Obrnuto, neka je y € ¢y + Kerl bilo koji vektor.
Tada postoji vektor 4/ € Kerltakodajey = cy+ v/,
pa je

[(y)=1(co+y)=1(co) +1(y)=b+O =0,
t.yel (b)), paje
co+KerlCclt(b). (10)
1z (9) i (10) imamo
co+ Kerl=1"(b).

Na taj naCi smo dokazali:

Propozicija 4.3 Skup /7! (b) C U svih rijeSenja
sustava [ (z) = b je linearna mnogostrukost u
prostoru U.



Matricna interpretacija strukture rjeSenja
nehomogenog sustava:

Neka je C koordinatna matrica vektora ¢, € {71 (b) .
tu matricu nazivamo partikularno rjesenje sustava

(2).
Ako je C koordinatna matrica bilo kojeg drugog vek-
torac € [!(b), onda iz (8) slijedi

A(C —Cy) =0,
pa je C'— () rjeSenje homogenog sustava pridruzenog
sustavu (2).
Na taj naCi smo dokazali:

Propozicija 4.4 Razlika bilo koja dva rjeSenja
nehomogenog sustava je rjeSenje pridruzenog ho-
mogenog sustava.

Pretpostavimo da je {C4, ..., C;} fundamentalni skup
rjeSenja pridruzenog homogenog sustava, tada pos-
toje skalari A, ..., \;j € F\ takvi da je

C—Co=MC1+...+2C; =
C'=Co+ MCi+ ...+ (4. (11)



Dakle, svako rjeSenje C' nehomogenog sustava (2),
za neki izbor skalara \; € F', moze se napisati u
obliku (11). Vrijedi i obrnuto, sa (11) je dano neko
rieSenje nehomogenog sustava (2).

U tom smislu (11) nazivamo op¢im rjeSenjem neho-
mogenog sustava (2).

Na taj naci smo dokazali:

Teorem 4.4 Opce rjeSenje nehomogenog sustava
jednako je sumi bilo kojeg partikularnog rjeSenja
tog sustava i opCeg rjeSenja njemu pridruzenog ho-
mogenog sustava.

3.7 Gaussova metoda eliminacije

e Gaussova metoda eliminacije je algoritam za
efektivho rjeSavanje sustava;

e Prednosti ove metode:
— daje odgovor je li sustav rjeSiv ili ne;
— ako je sustav rjesiv, efektivno se mogu naci sva
rjesenja;
— laka primjena na racunalima.



Definicija 4.4 Za dva sustava linearnih jednadzbi nad
istim poljem F', s istim brojem nepoznanica (ali ne
nuzno s istim brojem jednadzbi) kazemo da su ekvi-
valentna ako je svako rjesenje prvog sustava ujedno
rjeSenje drugog sustava, i obrnuto.

Definicija 4.5 Reci ¢emo da smo nad sustavom
linearnih jednadzbi izvrSili elementarnu transforma-
ciju ako smo izvrsili jednu od sljedecih radniji:

1) zamijenili poredak dviju jednadzbi u sustavu;

i) neku jednadzbu pomnozili skalarom razlicitim od 0;

iii) jednu jednadzbu pribrojili drugo;j.

UocCimo: Elementarne transformacije na sustavu
odgovaraju elementarnim transformacijama nad
retcima proSirene matrice sustava A,.

Propozicija 4.5 Ako se na sustavu linearnih jed-
nadzbi izvrSi konacCni broj elementarnih transforma-
cija on prelazi u sebi ekvivalentan sustav.

Dokaz:




Na osnovi prethodnog imamo:

Propozicija 4.6 Dva su sustava linearnih jednadzbi
ekvivalentna ako i samo ako su prosirene matrice
tih sustava ekvivalentne i to preko niza elementarnih
transformacija nad retcima.

Osnovna ideja Gaussova metoda eliminacije:

e zamjena polaznog sustava s njemu ekvivalentnim
iz kojeg se lako vidi je li sustav rjesiv ili ne, a kao
jest, lako se dobije njegovo rjesenje.

Postupak:

Sustavu

Zaikxkzﬁiv 1= 17"7m (2)
k=1

pridruzimo prosSirenu matricu sustava

a11 G12 - O 51

IR el e

| Q2 Q2 Qi | B

Nizom elementarnih transformacija nad retcima ma-
trice A, = |A|b] i zamjenom prvih n stupaca matrice
A (zadnji ne diramo), cilj je do€i do ekvivalentne ma-
trice oblika



10 +- --- OO‘ier
01 O 0 ag, 44
00 - : :
Lo 1 0

00 0 1a;r+1
00 0 0
00 --- 0 0

© Oy 1
/ /
Qo 2
} '
"y [/37“
0 5T+1
0 | 8, |

Matrica A}, = [A"|B’] je proSirena matrica sustava

T1+

/ / _ Al
+ay, Tt s AT, = 0
/ /
:E2+ c +C¥2T+1$7~+1+ c +a2n$n
/ / Al
Tyt QT+ o T, = B,
_

0 - Bfr’+1

/

0 =B,

koji je ekvivalentan polaznom do na, mogucu,
permutaciju nepoznanica.
Nadalje, iz A;, odnosno dobivenog sustava, vidimo
dajer(A)=r(A")=r.

Ako je:

e barem jedan od 3, ., ..., 5,, razli¢it od 0, tada je
r(A)=r <r(A, =r+1, pasustav nije rjeSiv.




¢, 4=..=0,=0, tadaje
r(A)=r(A)=r(4) =r(4)=r,
pa dobiveni sustav ima rjesenje i to:

— ako je » = n, Iimamo jedinstveno rjeSenje dano sa

r1 = B N
/ /

x : LE R} LI "4

27 B ili matricno X = 5_2 ,

InZB;L _B;L_

do na permutaciju nepoznanica.

—akojer <nid=n—rimamo d—parametarsko
rjeSenje, a nepoznanice kojima pripadaju stupci
r + 1,...,n su slobodni parametri. To rjesenje je
dano sa

_ / / /
_ / / /
To — 62 —_ Oé2r+1t1 T oeee T Oé2ntd
- / / /
T, = 3, — ot — ... — Qta (12)
Try1 =1
Tp = 1q

do na permutaciju nepoznanica.



RjeSenje (12) mozemo zapisati i matricno u obliku

o]

Ly
Lr41

Ovdje je:

+11

/
Q4
/

— i
1

0

+... + 1y

=Cy+t,:C1 + ... + t;,C4

/
— Q4
N
OérrJrl
0
1

(13)

— () jedno partikularno rjesenje dobivenog
sustava (2) za izbor skalarat; = ... =t; = 0;

— (1, ..., C,; su rjeSenja homogenog sustava
pridruzenog dobivenom sustavu. Ova rjesenja
su linearno nezavisna jer je njihiva matrica tipa
(n,d), d < n o€ito maksimalnog ranga d. Budugi
da ih ima upravo d = n — r ona predstavljaju fun-
damentalan skup rjesenja homogenog sustava
pridruzenog dobivenom sustavu. Dakle, (13) je

tipa

X=Cy+H,
ti. suma jednog partikularnog rjeSenja C| do-

bivenog sustava i opceg rjeSenja H homogenog
sustava pridruzenog dobivenom sustavu, pa je




to opce rjeSenje dobivenog sustava, a onda i
polaznog (2).

Primjer: Zadani su sustavi:

1.
T+ 209 + 13 = —2
201 + 4xy + 33 = —3
1+ 29+ 13 = 4
Gaussova metoda eliminacije:
Odgovarajuca prosirena matrica sustava je
(1 21| -2 (1 2 1
A,=[A|Bl=|243|=3| =" 1001
-1 11 4 | —1-Ir 4111 _O 10
e [12 1 =2 (101 10
T'TL r. 0 —1 0 6 2—]]1;!—]7“. 010! —6
00 1| 1] T loo1] 1
(100 9 ]
_1-[],{]“.4-[7“ O 1 O —6 _ [A,|B,] :A;?
1001 1

Dakle, ovdjejem =n =3,ter(A) =r(4,) =r =3,
pa imamo jedinstveno rieSenje (x, z2, x3) =
(9,—6,1).




T+ 209 + 13 = —2
201 +4x9 + 3x3 = —3
2331 + 4513'2 + T3 = 0

Gaussova metoda eliminacije:

Odgovarajuca proSirena matrica sustava je

121 =2] [ 1
:[A“)]: 9 4 9 _3 —2-[7:3—]]7“. 0
2 41 O | —2- I r+IIIr. O
(1 21| —2] 120
I[?“.—L{IIT. 00 1 1 —1-[{3.%—]7“ 00 1
| 000] 5 000
i ey | 102 _3_
T 010 1 | =[4)B)=A
000 5

Dakle, ovdjeje m =n =3,ter(4) =2, r(4,)
pa sustav nema rjesenja.

O OO
—_ =




T+ 209 + x3 =

201 + 4xo + 33
2x1 + 419 + 3

Gaussova metoda eliminacije:

Odgovarajuca proSirena matrica sustava je

(1 2

A, =[AlB]= |24
(24

(121

I]r.—i;{[]r. 00 1
000

1

—1-[{3+1r. 0

0

1
3
1

S~ O
o O N

—2 ] (12
_3 —2-1 7;—!—[[ T 0 0
_5 —2- T r+111r. 0 0
11 st. S 111 st. L1z
~ 010
_ 1000

—3]

1| =[41B) = A
0

Dakle, ovdjejem =n =3,ter(4) =r(4,) = 2,
pajed=3—2=11t. imamo jednoparametarsko

rjeSenje:




T+ 229 = —3 r3 =1
r3 =1 = To =1
.I’ta $1:—3—2$2:—3—2t

- <$1,$2,JZ3> = (-3 — 2t, t, 1), t e R.

Matricno:
B [ 3] [ 2]
X=|x | = 0 +1 1 , teR.
_:133_ i 1 | i 0 i

3.7 Metoda redukcije na Cramerov sustav

Pretpostavimo da je sustav

Z&ikxkzﬁia 1= 1,..,777,, (2)
k=1
rieSivinekajer (A4, =r(A) =r.

Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je da je
prvih r redaka i prvih r stupaca matrice A, linearno
nezavisno (to se uvijek moze posti¢i zamjenom jed-
nadzbi i permutacijom varijabla, ne dirajuci zadnji
stupac).



Ovo upravo znaci da je kvadratna submatrica matrice
A, reda r, koja se nalazi gornjem lijevom kutu ma-
trice A, regularna, tj. da joj je determinanta razliCita
od nule. Dakle,

&1 o Xy Qppg1 c 00 Up 51
Ap — Qpp - Opp X9pyp1 - (op 52
i 1 Omr Ompr41 * 0 Oy ﬁm |

Tada prvih r jednadzbi nazivamo osnovnim jed-
nadzbama sustava (2), tj. sustav

anry + + apr + QT+ o, = B

. : . : -

Q121 + + oy + Qpr1Lyr41 + + Ty, = 67’
(14)

nazivamo osnovnim sustavom pridruzenim sus-
tavu (2). Nepoznanice zy, ..., z, nazivamo glavnim
nepoznanicama, a ostale slobodnima.

Propozicija 4.7 Sustav (2) je ekvivalentan pripad-
nom osnovnom sustavu (14).

Dokaz:



Dakle, da bi rijeSili sustav (2) dovoljno je rijesiti sus-
tav (14). NapiSemo ga u obliku

ary +  + apr, = B — Qe — — Qe

Ap1T1 + T+ Oy = Br — Qppp1Tr41 — — Qppdp

i shvatimo kao sustav s (glavnim) nepoznanicama
x1, ..., x-. Kako je, po pretpostavci,

aq1 0 O

£ 0.

App =0 Qpy

to je Cramerov sustav za svaki izbor skalara
Lr+1 = Vygly o9 In = Vn-

Ako je jedinstveno rjeSenje tog sustava z; =
Vi, .-, T = 7¥,, ONda opce rjesSenje polaznog su-
atava (2) ovisi o n — r = d slobodnih parametara.



Primjer: Zadan je sustav:

xr1 + 2332 + T3 = —2
—T1 — 209+ 23 = 4
201 + 4x9 + x3 = —D5.

Odgovarajuca prosirena matrica sustava je

1 2 1| =2
A,=[A|Bl=|-1-21]| 4
i 2 4 1 —5_
Ir—+ITr L2l =2 I r+I1T .
~ 00 2 2 ~
—2- I r+1IIr. 00 —11 —1 %-I[r

1
0
| 0

S OO

(15)

1
1
0

Dakle r (A) = r(A,) = 2. 1z ovoga vidimo da je

jedna jednadzba linearna kombinacija ostale dvije

(I15.=3-15.—2-1113.). Gornji sustav napiSimo (per-

mutirajuci jednadzbe i nepoznanice) u obliku

T+ T3+ 2%2 = —2
201+ x3+4x9 = —5
—x1+x3— 209 = 4

Odgovarajuca prosirena matrica sustava je




11 2| 2]
A, =[AlBl=| 2 1 4| =5
| —11 -2 4
koja u gornjem lijevom kutu ima regularnu kvadratnu

matricu reda 2. Osnovni sustav pridruzen sustavu (15)
je tada

T1+ T3+ 209 = —2, (16)
201 + x3 + 4dxy = —5,

a glavne nepoznanice r; i x3, te x5 slobodni para-
metar. Sustav (16) zapiSimo kao

1+ T3 = —2— 219,
201 + x3 = —5 — 4.
Ovaj sustav ima rjeSenja (D = —1, D; = 229 + 3,
Dy = —1)
Il — —2332 — 3,
T3 — 1,

tj. rjeSenje polaznog sustava (15) je dano sa



5131:—25132—3 $1:—3—2t
T3 = = To =1
To9 — Ilzl

- <$1,$2,JZ3> = (-3 — 2t, t, 1), t e R.

Matricno:
B [ 3] [ 2]
X=|x | = 0 +1 1 , teR.
_:133_ i 1 | i 0 i

3.7 Matricne jednadzbe

Linearne matricne jednadzbe su jednadzbe oblika
AX =B ili YA=1B (17)

gdje su A = |ayi] | B = [5,;] dane kvadratne matrice
reda n nad poliem F',a X = |z;;| 1Y = |y;] nepoz-
nate kvadratne matrice istog reda, koje treba odrediti.

Rjesenje ovakve matriche jednadzbe je bilo koja ma-
trica C' = |,,] nad poljem F' koja matri¢nu jednadzbu
prevodi u matricni identitet. Rjesiti matriCnu jed-
nadzbu znaci naci sva njena rjesenja.



e Ako je A regularna matrica onda matricha jed-
nadzba

AX =B (YA = B)
iIma jedinstveno rjesenje, i rjeSenje je onda dano sa
X=A"'Bili (Y=BA™".

e Ako je A singularna matrica onda se matriCna
jednadzba

AX =B (YA = B)

svodi na rjeSavanje sustava od n? linearnih jed-
nadzbi i n? nepoznanica. (ili na rjeSavanje n
sustava od kojih svaki ima n linearnih jednadzbi i n
nepoznanica). RjeSavanjem sustava zakljuCujemo
je li polazna jednadzba nerjeSiva ili ima beskonacno
rjesenja.

Ako je

B::Uwum“.uﬂ i

X::gngm“.gﬂ

gdje su bW ... b" xU . x*) stupci matrice B
odnosno X, redom, onda matricna jednadzba



AX = B ima oblik

[Ax(l) Ax(?) L. Ax(n)} _ [b(l) b2 ... b(n)j| |
odnosno dobivamo n sustava koji imaju matricni zapis
Ax(D — pD
AX(Q) — b(2> (18)

Ax™ = p),

Svih n sustava ima istu matricu sustava, a to je
upravo matrica A. Sustave rjeSavamo istovremeno
Gaussov metodom eliminacije. Formiramo matricu

A | B] = [A ‘b b® . b<”>].

Elementarnim transformacijama nad retcima gornje
matrice (i eventualnom permutacijom prvih n stu-
paca) dolazimo do oblika

(A|B]l~ .. ~|A | B = [A’

b’ p@ b’(”)}.

Sada, ovisno o obliku matrice A’ i vektora bV ... b
za svaki sustav posebno odredujemo rjesSivost,
odnosno trazimo rjeSenje.

Vrijedi: matricna jednadzba AX = B je nerjeSiva ako
i samo ako je barem jedan sustav u (18) nerjeSiv.




Primjer: Zadana je matricha jednadzba

2 3 12
RIE N
2 3
4 6
matricnu jednadzbu rjeSavamo svodenjem na sustav.
Pretpostavimo da je

X = [‘””1 5”2].
X3 T4

Buduci je

det A =

N

Buduci je
AY — [2 3] [:1:1 :1:2] _ [2x1+3x3 2:1:2+3:U4]
4 6 T3 X4 A1+ 623 4xo + 624 |’
onda je

dx1 + 63 49 + 624 2 4

Sto je ekvivalentno sustavu od 4 jednadZbe s 4
nepoznanice

[2x1+3x3 2x2+3x4] B [1 2]

2x1 + 3r3 =
4o + b6x3 =
209 + 3ry =
oy + 614

=~ DN DN

ili dvama sustavima od po dvije nepoznanice s istom



matricom sustava A :

201 +3x3 = 1

4o + 6x3 = 2
i

209 + 3Ty = 2

Aoy + 62y = 4

Mozemo ih rjesavati istovremeno:

12312 —20r4r1r |23 |12
[A|B]_[46‘24] ” [00‘00]

%-I?ﬂillr. 1% %1
0000
|z ovoga slijedi
1 3 \ 1 3
551:5—5333, x1:§—§t
T3 =1 T3 =1
J s 5, t,seR » = s s , t,s €R,
ro=1—314 ro=1-—3s
Ty — S ) Ty — S




