3. INVARIJANTE LINEARNOG OPERATORA

e U ovom poglavlju ispitat ¢emo joS neka svojstva
svojstva linearnih operatora koriste¢i matrice i de-
terminante.

3.1 Koordinatizacija

Neka je V' linearni prostor nad poljem F' i neka je
dim V' = n. Neka je

B ={ay,as,...,a,}

bilo koja baza od V. Tu bazu nazivamo jos i koordi-
natna baza ili koordinatni sustav. Nekajea € V
bilo koji vektor, onda on ima jednoznacan prikaz ob-

lika
n
a = E a,;a;.
1=1

Koeficijente a; € F' nazivamo koordinatama, a ure-
denu n—torku

(a1, agy ..oy v) = (Krace) = (o)

koordinatnim slogom, a matricu



= (krace) = [o],

koordinatnim matricom vektora a u bazi 5. Neka je
k:V — F".
preslikavanje (operator) definirano sa

k(a) = (ai),

h:V — Mnl'
preslikavanje (operator) definirano sa
h(a) = lai.

Propozicija 3.1 Preslikavanja (operatori) ki A su
izomorfizmi linearnih prostora.

Dokaz: Trivijalan (sami).



Svaki od tih izomorfizama nazivamo koordinatizacija
prostora IV s obzirom na danu bazu B i (bududi je
V= F" %’ M.,1) imamo identifikaciju

a = k(a) =h(a), {j.

a1
n

&%,
E aia; = (a1, ag, . 0p) = |
i=1 '

an

ili krace
a = (o), odnosno a = |o] .

Neka je S = {x1,...,zs} C V skup vektora i neka je
zak=1,..s

a1k
Q2

Lk

Ak

koordintna matrica vektora x;, € S u bazi B. Tada
skupu S mozemo pridruziti matricu tipa (n, s)

11 g - Qg
(g1 (Xgg - -+ (g

M (S) =

| Onl Qpg - Qg



kojoj se stupci podudaraju s koordintna matrica vek-
tora x;, k =1, ..., s. Matricu M (.S) nazivamo matrica
skupa vektora S s obzirom na bazu B.

Propozicija 3.2 Maksimalni linearno nezavisan pod-
skup skupa S sadrzi r vektora ako i samo ako je rang
matrice M (.5) jednak r.

Dokaz:

Korolar 3.1 Skup S = {x1,...,z,} od n vektora iz V/
bit Ce baza prostora VV onda i samo onda ako je ma-
trica M (.S) toga skupa regularna, tj. ako i samo ako je

det M (S) # 0.

3.2 Transformacija koordinata

Neka su B = (a;) i B’ = (a;) dvije koordinatne baze
linearnog prostora V. Ako je a € V' bilo koji vektor, on
ima svoju koordinatnu matricu X = |«;| u bazi B i ko-
ordinatnu matricu X’ = |o}] u bazi B'.

Pitanje: Po kakvom se zakonu mijenjaju koordinate
vektora a pri prijelazu iz jednog koordinatnog sustava
u drugi, tj. kakva je veza matrica X i X'.




Neka su zadane koordinate vektora baze B’ u bazi
B, 1j. neka je poznato

B
a, = | :
_Bnk_
gdieje k =1,...,n. Matricu
_511 Bln_
T=M(B)=|: . :
_6711 Bnn_

skupa B’ u bazi B nazivamo matricom prijelaza ili
matrica transformacije baze B u bazi B’. PiSemo

B -1 B'. Kako je B’ baza, po Korolaru 3.1, zakljucu-
jemo da je matrica 1" uvijek regularna, pa je

det T"# 0.

Teorem 3.1 Neka su X i X’ koordinatne matrice
vektora a € V u bazama B, odnosno B’, a T neka
matrica prijelaza iz prve baze u drugu. Onda je

X =TX'
odnosno
X' =T71X.

Dokaz:




Relacije
n
’ .
a; = Zﬁikozk, 1=1,...,n,
k=1

| njima inverzne

n

! . _1

Q= Yik®k, = 1,..., T,
k=1

gdje je [v,.] = T!, nazivamo jednadzbama trans-
formacije koordinata.



3.3 Matri¢ni zapis linearnog operatora

U 2. poglavlju smo spomenuli da se linearni operatori
mogu reprezentirati matricama. Ponovimo:

Neka su U i V' linearni prostori nad istim poljem F’,

dimenzija n i m, redom. Neka je

[:U—=V

linearni operator i neka su £ = {ey,...,e,} |
F = {fi,..., fm} baze linearnih prostora U i V,

redom.

Kako je (po Teoremu 1.1) svaki linearni operator jed-

noznacno zadan svojim djelovanjem na bazi £

l(@k) — Zaikfia VE = 17 ey T,
1=1

onda je linearni operator f jednoznacno zadan

skalarima o;; € F,, tj. matricom

tipa (m,n). Stupci ove matrice su koordinate slika

[ (e;;) vektora iz baze £ u bazi F.

a11 G s
g1 Qg9 - -

| A1 Qp2 -0

O1n
Olop

Oémn




Matricu L nazivamo matri€na reprezentacija, ili
krace, matrica operatora [ u paru baza (£, F) .

Ako je U = V, onda standardno uzimamo & = F i
govorimo o matrici operatora [ u bazi £.

Primjer 1
1.1 Projektor
p:F° = F* p(a,8,7) = (a, ),

u paru kanonskih baza dan je matricom
100
010

1.2 Nul-operator
n:V -V, nx)=0y, VreV,

u bilo kojoj bazi, dan je nul-matricom

O —




Propozicija 3.3 Rang linearnog operatora [ : U — V
jednak je rangu matrice L tog operatora.

Dokaz:
Korolar 3.2 Linearni operator je izomorfizam linearnih

prostora ako i samo ako je matrica tog operatora reg-
ularna.

Dokaz:

Neka je [ : U — V linearni operator i neka je L = [y
njegova matri¢na reprezentacija u paru baza (£, F) .

Neka je a € U bilo koji vektor, te neka je X = |«;] nje-
gova koordinatna matrica u bazi £.

Ako je Y = |3,] koordinatna matrica slike [ (a) € V u
bazi F, treba nacCi vezu izmedu X i Y, tj. treba vidjeti
kako se pomoc¢u X i L moze naci Y.

Propozicija 3.4 Koordinate slike dane su relacijom

Y =LX.
Dokaz:




3.4 Izomorfizam prostora Hom(U,V) i M,,,

Lema 3.1 Neka su A = ;] | B = [a;,] matrice tipa
(m,n). Ako je

AX = BX
za svaku stup¢anu matricu X € M,,;, onda je

A=RB.
Dokaz:

Teorem 3.2 Nekasu & ={ey,...,e, } i F ={f1, ..., fn}
baze linearnih prostora U i V', redom. Neka je

d: Hom(U,V) — M,
preslikavanje (operator) definirano s
d(l) =L,

gdje je L matrica operatora [ u paru baza (£, F).
Tada je ® izomorfizam linearnih prostora. Specijalno,
akojeU =1V,

d: HomV — M,,

je izomorfizam algebri.

Dokaz:



Uocimo:

e Buduci ® ovisi o izboru baza, ispravnije bi bilo pisati
CI)((C/‘”;E).

e Pomocu izomorfizma ¢ imamo korespodenciju:
l+h — L+ H,
AN — AL,
l[h — LH.

e Po Korolaru 3.2, izomorfizam linearnih prostora
reprezentiran regularnom matricom (u bilo kojem
paru baza), onda se, specijalno, automorfizam
[ -V — V naziva regularni operator.

e Buduci skup svih regularnih operatora
AutV

cini multiplikativhu grupu, onda, na osnovi izomor-
fizma danog u Teoremu 3.2, identificiramo

AutV = GL (n, F),

ti. multiplikativhu grupu AutV nazivamo opca
linearna grupa.



3.5 Odnos matri¢nih zapisa istog linearnog operatora

Neka je
[:V =V

linearni operator, L matrica operatora [ ubazi £, a L’
matrica operatora [ u baza &’

Veza izmedu matrica L i L':

Teorem 3.3 Neka su L i L' matrice linearnog opera-
toral:V — V ubazi &, odnosno £, redom. Tada je

L'=T'LT
gdje je T matrica prijelaza iz baze £ u bazu &'.

Dokaz:

Definicija 3.1 Neka su A i B kvadratne matrice istog
reda, tj. neka su A, B € M,,. Kazemo da je matrica
A sliéna matrici B, ako postoji regularna matrica
T € M, takva da je

B=T'AT.
Pisemo

A~ B.

Lako se provjeri da je slicnost relacija ekvivalencije
na skupu M,,.



Preformulacija Teorema 3.3:

Korolar 3.3 Matrice istog linearnog operatora u ra-
zlicitim bazama su sliche matrice.

3.6 Karakteristicni polinom. Hamilton-Cayleyev teorem

e Zanimat ¢e nas invarijante linearnog operatora,
tj. svojstva koja se mogu procitati iz matricnog
zapisa linearnog operatora, ali pri tom ne ovise o
tom zapisu tj. o izboru baze.

e Dakle, ovo se svodi, buduci da ta svojstva pro-
matramo matricno, na proucavanje zajednickih
svojstava neke klase slicnih matrica, tzv. invarijanti
slicnosti. Jedno takvo svojstvo smo upoznali, a to
je rang matrice.



Definicija 3.2 Neka je A kvadratna matrica reda n
nad poljem F'. Tada matricu

C=A—\E,

gdje je A proizvoljan (promjenjivi) skalar, a £ jediniCna
matrica, nazivamo karakteristicna (ili svojstvena)
matrica za matricu A. Njenu determinantu

det (A — A\FE),

nazivamo karakteristicni (ili svojstveni) polinom za
matricu A. Nadalje,

det (A — AE) =0,

nazivamo karakteristicna (ili svojstvena) jed-
nadzba za matricu A.

Uocimo:

e Ako je A = |a;;|, onda je karakteristicna matrica

ap — A Qg Xn
21 Qg — A -+ (on

O —




e Sada je, oCito, karakteristi¢ni polinom
det C'=det (A — A\E) = ky (N
—ka(N) =k N+ ko NP+ 4+ ko, ki €F,

polinom n—tog stupnja u varijabli A s koeficijen-
tima iz I', a karakteristicha jednadzba je oblika
ka(A)=0,tj.

ko N+ ke AN+ 4+ ko = 0.

Primjer Ako je

13
1= (23]
onda je karakteristicna matrica
I1—XA 3
A_AE:[ 2 5—Ar

pa je karakteristicni polinom
ka(A) =A% =6\ —1,
a karakteristiCna jednadzba je
A —6A—1=0.



Propozicija 3.5 Za koeficijente karakteristicChog poli-
noma matrica A vrijedi

ko= (—1)", kpo1=(=1)"""trA,, ky=detA.

Dokaz: Tehnicki.

Propozicija 3.6 SliCne matrice imaju isti karakteris-
ticni polinom.

Dokaz:

Ova propozicija osigurava ispravnost sljedece defini-
cije:
Definicija 3.3 Neka je

[V =V

bilo koji linearni operator. Tada definiramo karakter-
isticni (ili svojstveni) polinom za operator [ kao

ki(A) =k (N,

gdje je L matrica operatora [ u bilo kojoj bazi £.
Slicno, definiramo trag tr [ i determinantu det [ kao

trl = trL,
det [ = det L.

gdje je L matrica operatora [ u bilo kojoj bazi £.



Uocimo:

e Definicije tr [ i det ! su dobre, jer su det (L) i tr (L)
koeficijenti karakteristicnog polinoma, a on ne ovisi
o L, tj. oizboru baze (Prop 3.6);

e ir [ i det [ su vazne invarijante linearnog operatora.

Veza matrice i njenog karakteristichog polinoma:

Ako je
pA)=a,\N"+ ...+ +ay, «a; €F),

proizvoljan polinom stupnja n, tada za matricu
A € M,, (F) mozemo promatrati matricu oblika

p(A) =, A"+ ...+ 1A+ oE (*)

(sve je dobro definirano!). (x) nazivamo matri¢ni
polinom. Za ovakve polinome vrijede standardna
pravila raCunanja s polinomima. Npr.

A —FE=(A+E)(A-E)

Oprez: PoteCckoCe nastupaju ako se promatraju poli-
nomi u vise varijabla. Npr.




A*—~B*# (A+B)(A- B).
(mnozenje matrica nije komutativno!).

Jasno je da za svaku matricu A € M, (F') postoji
polinom p (\) s koeficijentima iz F, koji matrica A
ponistava, tj. za koji vrijedi

p(A)=0,

gdje je O nul matrica. Naime,

o M, (F') je linearni prostor nad poljem F i
dim M, (F) = n?

e n° + 1 vektora
B, A A . A" A"

je linearno zavisno u M,, (F'), pa postoje skalari o;
e F, koji nisu svi 0, takvi da je

aF + oAt ta, A"+ . A" = O.
Ovo upravo znaci da matrica A ponistava polinom
pA)=ag+ A+ ... +a "+ ...+ e\

s koeficijentima iz polja F..



Preciznije, vrijedi Cuveni teorem:

Teorem 3.4 (Hamilton-Cayley) Svaka kvadratna
matrica A ponistava svoj karakteristicni polinom, {j.
vrijedi

ka(A)=0.

Dokaz:

3.7 Minimalni polinom

Definicija 3.4 Neka je A kvadratna matrica reda n
nad poljem F'. Neka je

ma (M)

polinom najnizeg stupnja u varijabli A\, s koeficijen-
tima iz F' kojeg matrica A poniStava, tj. polinom za
koji je

ma (A) = 0.
Tada m 4 (\) nazivamo minimalni polinom za ma-
tricu A, a pripadnu jednadzbu

ma (A) — 07

nazivamo minimalna jednadzba matrice A.



Uocimo:

¢ |z Hamilton-Cayleyevog teorema slijedi
stma(A) < stka(N) =n.

Primjer Akoje A = aF,ondaje ks (A\) = (o — \)",
amag(\) =a—A\

Propozicija 3.7 Neka je p (\) bilo koji polinom s
koeficijentima iz F' kojeg matrica A poniStava, tj.
p(A) = 0. Tada je p (\) djeljiv sa svakim minimalnim
polinomom od A.

Dokaz:

Korolar 3.4 Karakteristi¢ni polinom od A je djeljiv sa
minimalnim polinomom od A.

Uocimo:

e Ako je m4 (A) minimalni polinomom od A, onda je i
amy(N), a€F, a0,

minimalni polinomom od A.

Vrijedi i vise:




Korolar 3.5 Minimalnim polinomom od A je jedin-
stven do na skalar razli€it od nule, tj. ako su m; (\) i
ms (A) minimalni polinomi od A, onda postoji o € F,
a # 0, takav da je

ma (A) = amy (A) .

Dokaz:

Propozicija 3.8 Slicne matrice imaju iste minimalne
polinome.

Dokaz:

Ova propozicija osigurava uvodenje pojma mini-
malnog polinoma za operatore.

Definicija 3.4 Neka je
[V =V

bilo koji linearni operator. Tada definiramo minimalni
polinom za operator [ kao

my (A) =myg (M),

gdje je L matrica operatora [ u bilo kojoj bazi £.

UocCimo: Definicija ne ovisi o L, tj. o izboru baze
(Prop 3.8).




Efektivho raCunaje minimalnog polinoma za danu
matricu (operator):

U dokazu Teorem 3.4 (H.-C.) smo vidjeli da je ad-
junkta matrice C = A — \E oblika

C = [pk:z' O‘)] )
tj. njezini su polinomi u \i st (pr;) <n — 1. Neka je
da ()\) )

najveci zajednicki divizor svih elemenata (polinoma)
od C'. Tada je

st qa (A) <n-— 17
gdje je n red matrice A.

Propozicija 3.9 Polinom ¢4 (\) dijeli karakteristi¢ni
polinom k4 ().

Dokaz:

Teorem 3.5 Polinom h (\) = ’;j&g je minimalni poli-
nom za matricu A.

Dokaz:




Primjer Ako je

[ 7T 4 —4]
A=\ 4 -8 -1,
| —4 —1 -8
onda je karakteristicni polimom
T—X 4 —4
ka(A) =det(A—=AE)=] 4 —-8-X -1 =
—4 -1 —-8—-A

= XN 9N+ 8IAF+T29=—(A+9)°(\A—9).

Nadalje,
[ A+ A+7) 4(N+9) —4 (XA +9)
C = A0+9)  A+99A—=8 —(A+9)
| —4(A+9) —A+9)  (A+9A-38) ]

A+7 4 —4
—(A+9) | 4 X—=8 -1
-4 -1 A—38]

paje qa (A) = A+ 9, §to povladi

_ka(M)
ga (A)

ma () = —(A+9)(A—9) = -\ +38L.



Za polinom p (\) s koeficijentima iz polja F' kazemo
da je reducibilan s obzirom na to polje, ako ga je
moguce prikazati u obliku

p(A)=aAN)b(A),

gdje su a(A) i b(\) polinomi s koeficijentima iz
polia F' tako da je 1 < sta(A\) < stp(A) i

1 < stb(A) < stp(A). Za polinom koji nije re-
ducibilan kazemo da je ireducibilan s obzirom na
dano polje.

Primjer Polinom
p(A) =N +1,

je ireducibilan s obzirim na polje R, a ireducibilan s
obzirom na polje C, jer je nad C

pA)=A+1)(A—1).
Polinomi
PN =XN=1, pa(N)=A=1)
su reducibilni s obzirom na svako polje.

Propozicija 3.10 Svaki ireducibilni faktor karakteris-
ticnog polinoma neke matrice je takoder ireducibilni
faktor minimalnog polinoma te matrice.

Dokaz:



Korolar 3.6 Ako u karakteristichom polinomu nema
istih (ireducibilnih) faktora, taj polinom se podudara s
minimalnim polinomom te matrice.

Dokaz:

3.8 Invarijantni potprostori

Nekaje !l :V — V linearni operatori L < V potpros-
tor od V' sa svojstvom da je

[(a) € L
za svaki a € L, tj. tako da je
[(L) C L.

Tada kazemo da je L invarijantni potprostor s
obzirom na linearni operator [ ili, kra¢e, da je L
[—invarijantni potprostor od V. Restrikcija

| =1|L

je onda linearni operator

l: L — L

na linearnom prostoru L za koji kazemo da je
induciran operatorom /.
Trivijalni invarijantni potprostori su

L=V i L={6}.



Ako operator ima i netrivijalne invarijantne potpros-
tore onda za njega kazemo da je reducibilan.

Moze se dogoditi da linearni operator dopusta vise
netrivijalnih invarijantnin potprostora. Interesantan je
slu€aj kad su L, M < V invarijantni potprostori za lin-
earni operator [ takvi da je

V=LoM.

Propozicija 3.11 Neka je [ : V' — V linearni opera-
tori L, M < V invarijantni potprostori za [ tako da je
V = L & M. Linearni operator [ je potpuno odreden
operatorima koje inducira na potprostorima L i M.

Dokaz:
|z ovoga slijedi, ako je V = L & M i ako su
lLW:L—Lilb:M—M

linearni operatori, onda je jednoznacno odreden lin-
earni operator [ : V — V sa svojstvom [y = [|L

i [y = [|M i kazemo da je linearni operator [ di-
rektna suma operatora [, i [, (s obzirom na rastav
V =L& M),ipiSemo

[ =1, .



Linearni operator [ koji ima netrivijalne invarijantne
potprostore Cija je suma cijeli prostor naziva se pot-
puno reducibilan.

Matricni prikaz reducibilnih i potpuno reducibilnih
opreatora

Neka je L < V invarijantni potprostori za linearni op-
erator/,nekajedimL =r,1 <r <n—1inekaje

{e1,....,e;}

neka baza prostora L. Nadopunimo je do baze pros-
tora V'

B=A{ey,....;er, 11,65}

Buduci je L [—invarijantni potprostor, onda je za
v=1,...,r, f (62) c L, .

f (€z> =aper+...+ape+0-e.01+...4+0-¢e,.

Dakle, matricni zapis od [ u bazi B ima oblik

Q11 ot Q1 Op4 Q1n
A = Qp1 w0 Ay Qppg] Qrn (1)
0 0 Api1r41 " Qg
i 0 0 pr+1 Qnn _




Uocimo:

e U donjem lijevom kutu ova matrica ima nul matricu
tipa (n — r,7), a u gornjem lijevom kutu je matricni
zapis induciranog operatora [ | L u bazi {ey, ...,e,. } .

Siléno, neka je linearni operator [ : V — V potpuno
reducibilan, a M, L. < V njegovi invarijantni potpros-
toritakodajeV =L MidmL=r1<r<n-—1I
neka je

Bl = {61, caey 67~}
neka baza prostora L, te
B2 — {6T+17 ) en}
neka baza prostora M. Tada je
B = Bl U BQ — {61, vees €y €ty .nn, Gn} .
baza prostora V' i vrijedi
f (62> = apie1+ ... +ape, +0-e.01+...+0-¢,.
zai=1,...,r, odnosno
flej)=0-e1+...4+0 e + 161+ ... + ayjey.

za j =r+1,...,n. Dakle, matricni zapis od [ u bazi B



ima oblik

a1 a0 0
91+ Oy 0 c. 0
A= 2
O --- 0 Xpi1r4+1 ° Optln ( )
i 0 --- 0 Qpr41 0 Onn _
Uocimo:

e U gornjem lijevom kutu je matricni zapis induciranog
operatora [ | L u bazi By, a u donjem desnom kutu je
matricni zapis induciranog operatora [ | M u bazi Bs.

e Ako matri¢ni zapis induciranog operatora [ |L u
bazi B, oznacimo sa A;, matri¢ni zapis induciranog
operatora [ |M u bazi B; ozna¢imo sa As, onda
matricu A mozemo zapisati pomocu tzv. blok

matrica
1A O
A= [ O A2] ’ (3)
gdje su sa O oznacene nul matrice tipa (n —r,r),

odnosno tipa (r,n — r), gdje je dim L = r.

e Matricu oblika (2), odnosno (3), nazivamo kvazidi-
jagonalna matrica (dijagonalna blok matrica).



Zakljucak:

e Linearni operator [ je reducibilan ako i samo ako
ima matricni zapis oblika (1), odnosno [ je potpuno
reducibilan ako i samo ako ima matricni zapis oblika

(2).

e Dakle, linearni operator [ je reducibilan ako i samo
ako je svaki njegov ima matricni zapis sliCan matrici
oblika (1), odnosno [ je potpuno reducibilan ako i
samo ako ima je svaki njegov ima matricni zapis
sliCan matrici oblika (2).

Generalizacija:

Neka su L+, Lo, ..., L,, < V netrivijalni invarijantni pot-
prostori operatora [ : V' — V takvi da je

V=[1DLyD..D L,

Ako sul;, = [l|L,i = 1,...,m inducirani operatori,
onda za [ kazemo da je nihova direktna suma i piSemo
=L Bl d ... DL,

Ako je A; matriCni zapis operatora [; u bazi B; pros-
tora L,;, onda je
B=BiUByU...UBDB,,.

baza prostora V, i u toj bazi [ ima matricni zapis



dakle kvazidijagonalnu matricu.

Vazan slucaj je kada su svi invarijantni potprostori od
[ jednodimenzionalni. Tada su blok matrice A; reda 1,
tj. skalari, pa je kvazidijagonalna matrica A obicna
dijagonalna matrica.

Pitanje:

Postoje li reducibilni i potpuno reducibilni operatori,
kao i oni za koje postoji matricni zapis koji je
dijagonalna matrica?



3.9 Svojstvene vrijednosti linearnog operatora

Neka je V' n—dimenzionalni vektorski prostor nad
poliem F', [ : V — V linearni operator, a L < V nje-
gov invarijantni potprostor tako da je dim L = 1. Neka
je {e} neka baza za L.

Buduci je L invarijantan, onda postoji skalar A € L

tako da je
[(e) = Me.

Sada je za bilo koji vektor x € L, x = «e, pa je
[(z)=1(ae)=al(e) =a(le) =\ (ae) = \z.

Uocimo:

e Skalar ) je karakteristiCan za potprostor L jer op-
erator [ svaki vektor iz tog potprostora "produljuje”
("skracCuje") za .

e Problem trazenja skalara A € F'i svih vektora za
koje je
[(z) = Az

nazivamo problem svojstvenih vrijednosti za
operator/:V — V.



e Skalar \ € F' nazivamo svojstvena vrijednost op-
eratora [ ako postoji vektora € V, a # O, takav da je

[(a) = Aa.

Svaki a € V, a # O, koji zadovoljava ovaj uvjet
naziva se svojstveni vektor operatora [ pridruzen
svojstvenoj vrijednosti \.

Napomena: Za svojstvenu vrijednost joS se koriste
nazivi karakteristi¢na, vlastita, latentna vrijednost
operatora. SliCno za svojstvene vektore.

Neka je
SA)={acV|l(a)=Ax}.

skup svih svojstvenih vektora operatora [ pridruzenih
svojstvenoj vrijednostost A\ zajedno s nulvektorom ©.

Propozicija 3.12 Skup S (\) C V je potprostor V.
Dokaz:

Potprostor S (\) nazivamo svojstveni potprostor
operatora [ pridruzen svojstvenoj vrijednosti A, a nje-
govu dimenziju geometrijska kratnost od ).

Skup o (1) svih svojstvenih vrijednosti operatora [
nazivamo spektar operatora /.



Teorem 3.6 Skalar \y € I’ je svojstvena vrijednost
operatora [ ako i samo ako je Ay korijen karakteris-
tiCne jednadzbe k; (A\) = 0 tog operatora.

Dokaz:

Primjer Neka je [ : V — V linearni operator i

11
A= [—10 —1]’

njegov matricni zapis u nekoj bazi, tada je karakteris-
ticna jednadzba tog operatora

ki(A) =X +9=0.

e Ako je V' vektorski prostor nad poljem R, tada
[ nema svojstvenih vrijednosti (kar. jed. nema
korijena u R);

e Ako je V' vektorski prostor nad poliem C, tada [ ima
dvije svojstvene vrijednosti A = 311 A = —3s.

Uocimo:

e Po Teoremu 3.6 linearni operator koji djeluje na
n—dimenzionalnom vektorskom prostoru nad
poliem F' ima najviSe n svojstvenih vrijednosti, a
ne mora imati ni jednu. Broj svojstvenih vrijednosti
ovisi 0 broju rjeSenja u polju F' jednadzbe k; (\) = 0.



e Za polje F' kazemo da je algebarski zatvoreno,
ako svaki polinom p (\) s koeficijentima iz F, dop-
usta faktorizaciju u linearne faktore s koeficijentima
iz I, tj. ako p (\) dopusta zapis

PA)=an(A=A1) .. (A=),

gdje je ay,, A1, ..., Ay, € F
Korolar 3.7 Linearni operator, koji djeluje na
n—dimenzionalnom vektorskom prostoru nad al-

gebarski zatvorenim poljem, ima toCno n svojstvenih
vrijednosti (od kojih neke mogu biti i iste).

Postupak odredivanja svojstvenih vektora:

e Neka je A = )\ svojstvena vrijednost linearnog
operatora [. Trazimo vektore a € V, a # O, sa

svojstvom
[ (a) = \oa.

e Neka je L matrica operatora [ u nekoj bazi B i X
matricni zapis trazenog vektora u to bazi. Tada je
LX =) X
ili
(L—XE)X =0



C (M) X =0 (4)

gdje je C'()\g) karakteristicna matrica operatora [
u koju je uvrsteno A = \g, a X = |o;] nepoznata
matrica stupac.

e MatriCna jednadzba (4) je ekvivalentna homogenom
sustavu od n jednadzbi s n nepoznanica oy, ..., a,,.
Bududi da je det C' (A\g) = k;(Ng) = 0, onda taj
sustav ima i netrivijalnih rjesenja. Svako od tih
rjeSenja odgovara koordinatnoj matrici nekog svo-
jstvenog vektoru (u bazi B) pridruzenog svojstvenoj
vrijednosti .

Primjer 1 Neka je linearni operator reprezentiran ma-
tricom (nad R)

-1 2 2 |
L=1|2 2 2 |.
| —3 —6 —6 |
Tada je karakteristicha matrica
—1-)X 2 2
C = 2 2— A\ 2 :
- -3 —6 —6— X

pa je karakteristiCha jednadzba tog operatora



ki (A)=—=AA+3)(A+2)=0.
Dakle svojstvene vrijednosti operatora su A = 0,
A=—-3I\A=-2.

e Odredimo svojstvene vektore za A = —3. Imamo

2 2 2]
C(-3)=|2 5 2|,
| -3 —6 -3
pa je
C(=3) ] =0
oblika
2 2 21 [ay] (0 |
2 5 2 ar | = | 0
| -3 —6 =3 | | a3 | 0 |

Ovo je ekvivalentno sustavu

2001 + 209 + 2003 = 0
2001 + bag + 2a3 =0 .
—3041 — 60(2 — 30&3 =0

Ovaj sustav ima netrivijalna (jednoparametarska)
rjeSenja oblika

a1 1 o
ay | =a| 0O = aas = 0
Qa3 —1 —Q




Dakle, svojstveni vektori su oblika aas, o # 0, a pri-
padni svojstveni potprostor je

S(—3) ={aasz |a € R}.

e Slicno se pokaze da je su za A = 0 svojstveni
vektori su oblika Say, 8 # 0, gdje je
e
a| = 1 ,
—1

a pripadni svojstveni potprostor je

5(0) ={pfar | € R}.

Za A = —2 svojstveni vektori su oblika vas, v # 0,
gdje je
-
a9 = —1 ,
0

a pripadni svojstveni potbrost_orje
S(=2)={vaz |y € R}.



Teorem 3.7 Neka su )\, ..., A\, medusobno razliCite
svojstvene vrijednosti linearnog operatora/ : V. — V
i neka su aq, ..., a, € V svojstveni vektori pridruzeni
tim svojstvenim vrijednostima, redom. Tada je skup
S ={ay,...,as} linearno nezavisan u V.

Dokaz:

3.10 Dijagonalizacija. Jordanova forma matrice.

Problem: Neka je [ : V — V linearni operator. Ze-
limo naci bazu prostora V' u kojoj Ce linearni operator
imati Sto jednostavniji matricni zapis.

Za linearni operator [ kazemo da dopista dijago-
nalizaciju ako postoji baza prostora V' u kojoj je [
reprezentiran dijagonalnom matricom (a u svakoj dru-
goj bazi matricni prikaz je slican dijagonalnoj matrici).
Za takav operator kazemo da je polujednostavan ili
poluprost.

Zadatak: Naci uvjete uz koje ¢e operator dopustiti
djagonalizaciju.




Teorem 3.8 Linearni operator [ : V' — V dopusta di-
jagonalizaciju ako i samo ako u prostoru V' postoji
baza koja se sastoji od svojstvenih vektora tog oper-
atora

Dokaz:

Korolar 3.8 Ako linearni operator dopista dijagonal-
izaciju, onda je njegov dijagonalni matricni zapis u
bazi koja se sastoji od svojstvenih vektora tog oper-
atora, a elementi na glavnoj dijagonali su svojstvene
vrijednosti tog operatora.

Korolar 3.9 Ako linearni operator [ : V. — V iman
razliCitin svojstvenih vrijednosti, gdje je n = dim V/,
onda [ dopusta dijagonalizaciju.

Dokaz:

Uocimo:

e Korolar 3.9 daje dovoljan uvjet za prepoznavanje
linearnih operatora koji se mogu dijagonalizirati;

e U sluCaju kada neka svojstvena vrijednost ima
kratnost veCu od jedan, ili kada karakteristiCna
jednadzba nema sve korijene iz pripadnog polja,
Korolar 3.9 ne daje odgovor dopusta li operator
dijagonalizaciju;



Nuzan i dovoljan uvjet za dijagonalizaciju (bez dokaza):

Teorem 3.9 Linearni operator [ : V' — V' dopusta di-
jagonalizaciju ako i samo ako se njegov minimalni
polinom moze prikazati kao produkt medusobno ra-
zlicitih linearnih faktora s koeficijentima iz pripadnog
polja.

UocCimo: Gornji teorem je egzistencijalne prirode, {;.
daje uvjete pod kojima je dijagonalizacija moguca, ali
ne daje nacin kako to i naprauviti.

Slucaj 1: Linearni operator dopusta dijagonalizaciju
(uvjeti - Teorem 3.9):

e Neka je linearni operator [ : V' — V reprezentiran
matricom L u nekoj bazi B;

e Nademo n linearno nezavisnih svojstvenih vektora
ai, ..., a, i prikazemo ih u bazi B, tj. u obliku

aj — E ) kzl,...,n.




e Buduci da je skup B’ = {ay, ..., a,,} takoder baza za
V., onda je matrica transformacije iz baze B u bazu
B’ dana sa

T'=1|1:: - & |,

onda operator [ u bazi B’ ima dijagonalnu formu
(Teorem 3.8) koju dobivamo kao

D=T7'LT.

Dakle, vrijedi:

Propozicija 3.13 Ako je matrica L linearnog oper-
atora [ sliCna dijagonalnoj matrici, onda sprezanje
obavlja matrica 7" koordinata svojstvenih vektora op-
eratora [ u istoj bazi u kojoj je L matriCni zapis tog
operatora .



Primjer 2 Ako je linearni operator [ : V — V
reprezentiran matricom (nad R) u nekoj bazi B

-1 2 2 |
L=|2 2 2|,
3 6 —6_
onda su svojstveni vektori u B dani sa'
0 ] 2 1
ay = 1 , A9 = —1 , a3 = 0 ,
-1 0 -1

pa sprezanje provodi matrica

0 2 1
T=1]11 -1 0
| -1 0 -1
Sada je
1 2 1]
Tl =11 1 1|,
-1 -2 —2]
pa je
(0 0 0 |
D=T1'ILT=10 -2 0
0 0 —3]

1" U Primjeru 1 smo pokazali da su ovo svojstveni vektori koji pripadaju razli¢itim
svojstvenim vrijednostima, pa su (po Teorem 3.7) linearno nezavisni, tj. ¢ine bazu
od V.



| na dijagonali su upravo svojstvene vrijednosti A\ = 0,
AN =—2, )\ =—3.

Slucéaj 2: Linearni operator ne dopusta dijagonalizaciju
(uvjeti - Teorem 3.9):

Primjer 3 Ako je linearni operator [ : V' — V
reprezentiran matricom (nad R)

1 1 —1 |
L=|-13-1],
—-12 0

u nekoj bazi B, onda je karakteristicha jednadzba tog
operatora

k(A =—-A=17(A=2)=0,

a minimalni polinom
mi(A) =—A=1)°(A—-2),

pa po Teoremu 3.9 linearni operator [ ne dopusta
dijagonalizaciju. UoCimo, operator [ ima samo dva
linearno nezavisna svojstvena vektora

al = 1 , a9 = 1




Matricu koje ne mozemo dijagonalizirati, pojednos-
tavljuiemo tako sto je kvazidijagonaliziramo, tj.
svodimo na Jordanovu formu matrice, odnosno
prikazemo je kao dijagonalnu blok matricu i to tako
da su blokovi sto jednostavnije strukture.

Opis Jordanove forme:

e Temeljni Jordanov blok ili Jordanova klijetka
pridruzen skalaru A € F' je kvadratna matrica oblika

A 10--- 0 0]
OX1 = 0 0
B=1|:: e ]
000 --- X\ 1
(000 -+ 0 X

kojoj su na dijagonali upravo skalar A\, toCno poviSe
dijagonale su jedinice, a svi ostali elementi su
jednaki nuli.

e Jordanov blok pridruzen skalaru A € F' je dijago-
nalna blok matrica

By O
C— b |
O B; |
gdje su B;, © = 1,...s, temeljni Jordanovi blokovi,

opcenito razlicCitih redova, pridruzeni tom skalaru .




e Jordanova matrica je dijagonalna blok matrica
) O

J = C . ,

b O Ok -
gdje su C';, 5 = 1, ...k, Jordanovi blokovi, koji pri-
padaju razlicitim skalarima ;.

Primjer 4

e Temeljni Jordanov blok

210
B=1|021],
002

e Jordanov blok

|
OO OO
OO O N
OO O




e Jordanova matrica

o O N
Do — O

1
2
0

GBI\
DO —

—4 1

@, —4

UocCimo: Dijagonalna matrica je Jordanova matrica
kod koje su svi temeljni blokovi reda 1.

Teorem 3.10 Svaka je kvadratna matrica nad alge-
barski zatvorenim poljem (spec. nad C) slicha nekoj
Jordanovoj matrici nad tim poljem. Jordanova matrica
je jedinstvena do na poredak blokova na dijagonali.

lli jezikom operatora:

Teorem 3.11 Neka je [ : V — V linearni operator koji
djeluje na vektorskom prostoru algebarski zatvorenim
poljem. Onda u prostoru V' postoji baza u kojoj je
operator [ reprezentiran Jordanovom matricom.



Teorem 3.12 Neka je A kvadratna matrica nad alge-
barski zatvorenim poljem. Neka je

FaN) == M\)" - (A — A,

karakteristicni polinom, a
ma(A)=A=X)" .- (A= )™,

minimalni polinom matrice A. Onda je A slicna Jor-
danovoj matrici

J = . ,

gdje:
e Jordanov blok (’; odgovara svojstvenoj vrijednosti
Aiy 1 = L, ..., k;

e U matrici C; barem jedan od (temeljnih) blokova je
reda s;, dok red ostalin blokova ne prelazi s;;

e Broj blokova u martici C; se podudara s geometri-
jskom kratnoScu svojstvene vrijednosti A;;

e Suma redova svih blokova u matrici C; jednaka je r;
(alg. krat. od \;);

Jordanova matrica je jedinstvena do na poredak
temeljnih Jordanovih blokova na dijagonali.



Primjer 3 (nastavak) Za matricu

1 1 —1 |
L=|-13-1]1,
| -12 0 |

je karakteristicni polinom
Bt () =—(A—1)7(A-2),

a minimalni polinom
mp (N =—-A=1)"(A-2),

pa po Teoremu 3.2 njena Jordanova matrica ima ob-

ik
a0
J‘[o (12]’

e Blok (', koji odgovara svojstvenoj vrijednosti A = 1,
ima barem jedan blok reda s; = 2. Buduci je |
ry = 2, onda je

11
e 1]
e Sada je oCito blok (5, koji odgovara svojstvenoj
vrijednosti A = 2, reda najvise jedan, tj.
Cy = 2]

(ili C5 ima sve blokove reda najviSe s; = 1. Buduci
jeiry =1,ondaje Cy = [2]).



e Jordanova matrica dakle ima oblik

J =

11
01
0 0

MQO

O OO
O = O

—_ = O




