
5. ALGEBARSKE STRUKTURE

5.1 Binarne operacije

De�nicija Binarna operacija na skupu G je bilo koja
funkcija � : G�G! G: Vrijednost te funkcije na ure-
d̄enom paru (a; b) 2 G�G ozna�cavamo sa a�b ili (ab).

De�nicija Skup G zajedno s binarnom operacijom
� nazivamo grupoid. To�cnije, grupoid je ured̄eni par
(G; �) ; gdje je G skup a � binarna operacija na G.

De�nicija Neka je (G; �) grupoid i A � G: Ka�emo da
je skupA grupoid s obzirom na operaciju � naslijed̄enu
iz G ako za svaki a; b 2 A vrijedi a�b 2 A. Jo� ka�emo
da je A zatvoren s obzirom na operaciju �.

Napomena: Nadalje ćemo identi�cirati:

a � b � a � b � ab

De�nicija
� Polugrupa je grupoid (G; �) kod kojeg je operacija �
asocijativna, tj. za sve a; b; c 2 G vrijedi:

a (bc) = (ab) c;



� Monoid je polugrupa (G; �) u kojoj postoji element e
takav da za sve a 2 G vrijedi:

ea = ae = a:

Element e nazivamo jedini�cni ili neutralni element.

Propozicija 1 Svaki monoid ima to�cno jedan jedini�cni
element.

5.2 Grupe

De�nicija

� Grupa je monoid (G; �) kod kojeg je svaki element
invertibilan, tj. za svaki a 2 G postoji element kojeg
ozna�cavamo sa a�1, takav da vrijedi:

aa�1 = a�1a = e;

Element a�1 nazivamo inverzni element od a:



Alternativna (detaljnija) de�nicija grup�e:

De�nicija
� Ured̄eni par (G; �) ; gdje je G skup a � binarna
operacija na G; nazivamo grupom ako su ispunjeni
sljedeći uvjeti:

i) za sve a; b 2 G vrijedi ab 2 G; (grupoidnost)
ii) za sve a; b; c 2 G vrijedi a (bc) = (ab) c; (asocija-
tivnost)

iii) postoji jedini�cni element e; tj. postoji element za
kojeg vrijedi da je za sve a 2 G; ea = ae = a;

iv) za svaki a 2 G postoji inverzni element a�1; tj.
element za kojeg vrijedi da je aa�1 = a�1a = e;

De�nicija
Za grupu (G; �) ka�emo da je komutativna ili
Abelova grupa ako za sve a; b 2 G vrijedi ab = ba:

Napomena: Apstraktnu grupu (G; �) (neprecizno)
nazivamo "multiplikativna" grupa, a binarnu operaciju
� "mno�enje".



U Abelovoj grupi binarnu operaciju zapisujemo
aditivno, tj. ako grupu zadamo sa (G;+) onda je
nazivamo "aditivna" grupa i podrazumijevamo da je
Abelova.
Neutralni element aditivne grupe nazivamo nula (i oz-
na�cavamo sa 0), a inverzni element od a ozna�cavamo
sa �a (umjesto a�1) i nazivamo suprotni element.

Propozicija 2 Inverzni element a�1 od a u grupi G je
jedinstven za svaki a 2 G i vrijedi

�
a�1
��1

= a:

Propozicija 3 Neka je (G; �) grupa.

� (invertiranje produkta) Za sve a; b 2 G vrijedi

(ab)�1 = b�1a�1:

� (pravilo skraćivanja) Za sve a; b; c 2 G vrijedi

ac = bc =) a = b

ca = cb =) a = b

De�nicija Ako je n prirodan broj onda se u grupi (G; �)
de�nira potencija elementa a 2 G sa an := a � ::: � a;
a�n :=

�
a�1
�n
; a0 := e:



Propozicija 4 U svakoj grupi (G; �) vrijede sljedeća
pravila potenciranja za sve a 2 G i m;n 2 Z:
i) aman = anam = am+n;

ii) (am)n = amn;

iii) ako je grupa komutativna, onda za sve a; b 2 G
vrijedi (ab)n = anbn;

Napomena: Za nekomutativne grupe tvrdnja iii) ne
vrijedi.

Napomena:
� Potenciji an u multiplikativnoj grupi odgovara u
aditivnoj na := a + ::: + a;

� Potenciji a�n u multiplikativnoj grupi odgovara u
aditivnoj �na := � (na) ;

� Potenciji a0 = e u multiplikativnoj grupi odgovara u
aditivnoj 0a := 0 (oprez!);

Sada Propozicija 3 za aditivnu grupu glasi:



Propozicija 4' U svakoj grupi (G;+) vrijede sljedeća
pravila potenciranja za sve a 2 G i m;n 2 Z:
i) ma + na = (m + n) a; ;

ii) m (na) = (mn) a;

iii) n (a + b) = na + nb: ((G;+)�komutativna)

De�nicija Ako je grupa (G; �) kona�cna, tj. ako skup
G ima kona�cno elemenata, onda broj elemenata od
G nazivamo red grupe i ozna�cavamo sa jGj :

De�nicija Za grupu (H; �) ka�emo da je podgrupa
grupe (G; �) ako je H � G i binarna operacija � je
naslijed̄ena iz G. Pi�emo H � G:
Svaka grupa ima dvije trivijalne podgrupe: jedini�cnu
podgrupu feg i podgrupu G:

Propozicija 5 Neka je (G; �) grupa i H neprazan
podskup od G:
i) H je podgrupa od G onda i samo onda ako za sve
a; b 2 H vrijedi ab�1 2 H ;

ii) Presjek dviju ili vi�e podgrupa od G je opet
podgrupa.



Napomena: Svojstvo i) iz Propozicije 5 za aditivne
grupe glasi:

� Neka je (G;+) grupa. H je podgrupa od G onda i
samo onda ako za sve a; b 2 H vrijedi a� b 2 H ;

De�nicija Neka je grupa (G; �) i a 2 G: Skup�
ak : k 2 Z

	
je podgrupa od G: Oznaka

hai =
�
ak : k 2 Z

	
:

Podgrupa hai je najmanja podgrupa od G koja sadr�i
a: Podgrupu hai nazivamo podgrupom generiranom
elementom a, a element a generator.

De�nicija Neka je grupa (G; �) i a 2 G; a 6= e: Ako
za neki prirodan broj n vrijedi an = e; onda najmanji
takav n zovemo redom elementa a i ozna�cavamo sa
n = jaj :

Ako je a reda n; onda je inverz elementa ak jednak
an�k; jer je

akan�k = e:



De�nicija Za grupu (G; �) ka�emo da je cikli�cka grupa
ako postoji element a 2 G tako da je G = hai ; tj.
svaki b 2 G mo�emo napisati kao

b = ak

za neki k 2 Z: Tada ka�emo da je G cikli�cka grupa
generirana elementom a:
Ako je a kona�cnog reda n, onda je G reda n :

G =
�
e; a; a2:::; an�1

	
:

Ako je ak 6= e za sve k 2 N; onda je G beskona�cna
cikli�cka grupa

G =
�
:::; a�2; a�1; e; a; a2:::

	
:

Svaka cikli�cka grupa je komutativna.

Teorem (Lagrange) Neka je H � G i grupa G
kona�cna.
i) Red podgrupe jHj je djelitelj od jGj ;

ii) Za svaki a 2 G; pripadni red jaj je djelitelj od jGj.



Homomor�zmi i izomor�zmi grupa

De�nicija Neka su (G; �) i (H; �) dvije grupe. Pres-
likavanje f : G! H nazivamo homomor�zam grupa
ako za sve a; b 2 G vrijedi

f (ab) = f (a) � f (b) :

Propozicija 6 Ako je f : G ! H homomor�zam
grupa onda je:
i) Ako je e1 jedin. uG, onda je f (e1) = e2 jedinica uH ;

ii) (f (a))�1 = f
�
a�1
�
:

Propozicija 7 Neka je f : G ! H homomor�zam
grupa.
i) Skup

Ker (f ) := fa 2 G : f (a) = eg

je (normalna) podgrupa grupe G i naziva se jezgra
homomor�zma f ;

ii) Homomor�zam je injektivan onda i samo onda ako
je Ker (f ) := feg.

iii) Slika
Im (f ) := fy 2 H : (9a 2 G) y = f (a)g

homomor�zma f je podgrupa grupe H:



De�nicija Homomor�zam grupa f : G ! H nazi-
vamo izomor�zam grupa ako je f bijekcija. Ka�emo
da je grupa G izomorfna grupi H i pi�emo G ' H:

Napomena: Da bi pokazali da je f : G! H izomor-
�zam grupa treba pokazati:

� f je homomor�zam;
� Ker (f ) := feg ;
� f je surjekcija:

Propozicija 8 Neka je f : G ! H homomor�zam
grupa.

i) Ako su f : G ! H i g : H ! K homomor�zmi
(izomomor�zmi) grupa, onda je i f � g : G ! K
homomor�zam (izomomor�zam) grupa.

ii) Ako je f : G ! H izomomor�zam grupa, onda je i
f�1 : H ! G izomomor�zam grupa.

Propozicija 9 Relacija' izomorfnosti med̄u grupama
je relacija ekvivalencije.



Napomena: Grupe G i H koje su med̄usobno
izomorfne s motri�ta teorije grupa ne razlikujemo,
tj. smatramo da su jednake. Poistovjećivanje vr�i
izomomor�zam f :

� jGj = jHj (f je bijekcija);

� mno�i se na isti na�cin: mno�enju ab u G odgovara
mno�enje f (a) � f (b) u H (ako su G i H kona�cne,
tablica mno�enja je ista);

De�nicija Homomor�zam grupa f : G ! H nazi-
vamo epimor�zam grupa ako je f surjekcija.

Injektivni homomor�zam grupa nazivamomonomor�zam.
Monomor�zam f : G! H nazivamo jo� i ulaganje G
u H, jer je

G ' Im (f ) � H

Izmomor�zam f : G ! G nazivamo automor�zam
grupe G.



5.3 Prsteni i polja

De�nicija
Prsten je bilo koji skup R 6= ; zajedno s dvije bina-
rne operacije + i � na R koje nazivamo zbrajanje i
mno�enje, tako da vrijedi:

� (R;+) je Abelova grupa, tj. ako vrijedi:

i) za sve a; b; c 2 R vrijedi a + (b + c) = (a + b) + c;
(asocijativnost zbrajanja)

ii) postoji jedini�cni element 0; tj. postoji element za
kojeg vrijedi da je za sve a 2 G; 0+ a = a+0 = a;

iii) za svaki a 2 G postoji suprotni element �a; tj. el-
ement za kojeg vrijedi da je a+(�a) = �a+a = 0;

iv) za sve a; b 2 R vrijedi a+ b = b+ a (komutativnost
zbrajanja).

� (R; �) je polugrupa, tj. mno�enje na R je asocija-
tivno: za sve a; b; c 2 R vrijedi a � (b � c) = (a � b) � c;

� za sve a; b; c 2 R vrijede zakoni distributivnosti
a�(b + c) = (a � b)+(a � c) i (a + b)�c = (a � c)+(b � c) :

Kraće, prsten je ured̄ena trojka (R;+; �) tako da vri-
jede gornja svojstva.



De�nicija
� Ako prsten (R;+; �) sadr�i jedini�cni element
e s obzirom na mno�enje onda ga nazivamo
prsten s jedinicom.

� Za S ka�emo da je potprsten prstena (R;+; �) ako
je S � R i S je prsten s obzirom na operacije
naslijed̄ene iz R.

� Ako je mno�enje u prstenu (R;+; �) komutativno, tj.
za sve a; b 2 R vrijedi a � b = b � a onda ga nazivamo
komutativan prsten.

Napomena:
� Svaka prsten (R;+; �) ima dva trivijalna podprstena:
potprsten f0g i potprsten R;

� Dogovorno je � "ja�ce" od + po snazi vezivanja. Npr.
imamo

ab + ac = (a � b) + (a � c) ; a ne a � (b + a) � c:

Propozicija 10 U svakom prstenu vrijedi

0 � a = a � 0 = 0; a (�b) = (�a) b = �ab:



De�nicija
� Za element a 6= 0 u komutativnom prstenu R
ka�emo da je djelitelj nule ako postoji b 6= 0 takav
da je ab = 0: Onda je i b djelitelj 0.

� Komutativan prsten s jedinicom e koji nema djelitelja
nule nazivamo integralnom domenom.

Propozicija 11 Ako je D integralna domena i a 6= 0,
onda vrijedi pravilo lijevog i desnog skraćivanja, tj.

ab = ac =) b = c

ba = ca =) b = c

De�nicija
Komutativan prsten F u kojem je skup F � = F� f0g
grupa s obzirom na mno�enje nazivamo polje.
Dakle, polje je integralana domena u kojoj svaki
element 6= 0 ima multiplikativni inverz.



Napomena:
� Polje (F;+; �) je generalizacija polja realnih brojeva:
� De�niramo razlomak

a

b
:= ab�1, a; b 2 F i b 6= 0;

Zbog komutativnosti mno�enja imamo
a

b
� c
d
=
�
ab�1

� �
cd�1

� kom
= acb�1d�1

kom
= ac (bd)�1 =

ac

bd
;

Sli�cno:
� pravilo skraćivanja

ac

bc
=
a

b
b; c 6= 0;

� pravilo svod̄enja na zajedni�cki nazivnik

a

b
+
c

d
=
ad + cb

bd
b; d 6= 0;

Vrijedi:

polja � int.dom. � kom.prstenovi � prstenovi

Propozicija 12 Svaka kona�cna integralna domena D
je polje.



De�nicija Za K ka�emo da je potpolje pola F ako je
K � F iK je polje s obzirom na operacije naslijed̄ene
iz F . U tom slu�caju ka�emo da je F pro�irenje polja
K.

Propozicija 13 Neka je F polje i K neprazan pod-
skup od F: K je potpolje od F onda i samo onda ako
za sve a; b 2 H vrijedi:

i) e 2 K
ii) za sve a; b 2 K vrijedi a� b 2 K;

ii) za sve a; b 2 K vrijedi ab�1 2 K�:

Homomor�zmi i izomor�zmi prstenova

De�nicija Neka su R i S dva prstena. Preslikavanje
f : R ! S nazivamo homomor�zam prstenova ako
za sve a; b 2 R vrijedi

f (a + b) = f (a) + f (b) i f (ab) = f (a) � f (b) :

Napomena:
� Budući je f : R ! S i homomor�zam Abelovih
grupa (R;+) i (S;+) onda je

f (0) = 0 i f (�a) = �f (a) :



De�nicija

� Ako je f : R ! S bijekcija onda f nazivamo
izomomor�zam prstenova i pi�emo R ' S;

� Ako je f : R ! S surjekcija onda f nazivamo
epimomor�zam prstenova;

� Ako je f : R ! S injekcija onda f nazivamo
monomor�zam prstenova;

� Izmomor�zam f : R ! R nazivamo automor�zam
prstena R.

Propozicija 14 Relacija ' izomorfnosti med̄u prsten-
ovima je relacija ekvivalencije.

Propozicija 15 Neka su prstenovi R i S izomorfni, tj.
neka postoji izomor�zam prstenova f : R ! S: Tada
vrijedi:

i) Ako je e1 jedinica u R, onda je f (e1) = e2 jedinica u
S;

ii) Ako je R komutativan prsten, onda je i S komutati-
van prsten;

ii) Ako je R polje, onda je i S polje:


